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ملد 1 





نكاد اليوم ألا نعثر على فرع واحد من فروع المعرفة الذي لا يستخدم الرياضيات 
كأداة فى الدراسة و التحليلء و ميزة الاختصاصي الجيد؛ الاهتمام بأدوات عمله . 


ان اقتحام المعرفة الاقتصادية و الانتقال من الظاهر الى الجوهر يتطلب من الاقتصادي 
المعاصر اعدادا رياضيا جيداء و من أهم الآد وات الرياضية التي ينبغي على الاقتمادي 
معرفتها و التي شاع استخدامها في الاقتصادء جبر المصفوفات نظرا لما تتيحه لذا من القدرة 
على تصوير العلاقات بين الظواهر و الهياكل الاقتصادية و ديذاميكياتها عبر الزمن. ان المصفوفات 
وسيلة منظمة لکتابة ΕΠΙ‏ الاقتصادية كما أنها وسيلة فعالة و سريعة لاجراء العمليات 


الحسابية : 


هذا العمل الذي بين أيديكم موجه بالدرجة الأولى الى طلبة الليسانس في العلوم 
الاقتصادية » و رغم وجود العديد من المؤلفات في موضوع جبر المصفوفات الى أن ميزة هذا العمل 
هو بساطة العرض و جعل الموضوع في متداول الاقتصادي خاصة و أن موضوع المصفوفات يعتبر 
جديدا بالنسبة للطالب الذي لم يدرس المصفوفات في مراحل التعليم السابقة ٠‏ 
و قد قسمنا هذا العمل الى تسعة فصول في نهاية كل فصل مجموعة من التمارین تساعد الطالب 


عند.حلها على فهم شامل للموضوع . 


نتمنى أن نكون قد ساهمنا و لو بقليل في تذليل معاناة الطالب من مشكلة نقص 
المراجع خاصة باللغة العربیةء و سنكون شاكرين لكل من تقدم بملاحظاته حول هذا العمل 


لأن ذلك سيكون حافزا لذا في تطوير و تحسين الطبعة القادمة ٠‏ 


د. عبدالعزيز شراببي 


1991.05.04 
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: الفصل الأول : مفهوم المصفوفة و بعض أنواعها‎ 
تعریف المصفوفة ؛‎ 1-1 
` 

المصفوفة هي مجموعة من العذاعر مرتبة في: أسطر عددها m‏ و أعمدة سس αι.‏ 
و تحاط هذه الأسطر و الأعمدة بقوسين >< ms n‏ عددان صحيحان موجبان. 

يرمز عادة للمصفوفات بالأحرف الكبيرة ...© ,8 ,۸و لعناصرها بالأحرف الصغيرة 
b, c...‏ ,هو ترف العناصر الصغيرة هذه بالدليلان 1 و ز ليدل 1 على رقم السطر و [ على 
رقم العمود و هكذا فان العذاصر ss sss‏ م j#1,2,3... m si=1,2,3.,. πο» ἃς» ὅρον‏ 
و هذا الشكل العام للمصفوفة : 


jr تن وڈ‎ δή ss. An 
η ورڈ‎ gee gy وو تھ‎ 
A= 
31 12 qg s δη in 
m1 a w2 aya sss amj amn 


Ἴ :‏ کے 
مہ 
في المصفوفة 8 و الذي يقع في السطر 1 و العمود j‏ . 
يمكن لان نصادف حروف آخری للدلالة على عدد الأسطر و عدد الأعمدة في المصفوفة 5أن يكون 


5م أو L κκ‏ بنذلا من mxn‏ كما أتد يمكن مصادفة رموز آخری لتدل عن .ركم السطر و رقم 


AES Sha‏ هذه |المصفوفة πα‏ = ۸ حيثم ره هو العنصر العام 





العمود بدلا من الدليلان 1 و ز و يمكن مصادفة انال أخرى لكتابة المصفوفة ( بدلا من الذي 
Ιω aliy‏ )نه 


: الگتب تصاذف:|الأاشکال الثالية‎ δαν κε 











812 موہھ‎ 81ῃ || 811 812 ajasin 
Α = a22 824". 82ῃ ΛΑΞ | ہو...ووة 322 زوة‎ 
an2 83 * Ain / | a S miam 
A a , A= | ز۹‎ | EI و بالتالي تكون الكتابة المختصرة لهذه الأشكال‎ 
I 








ο ھن‎ ορ ος οκ πα 
207 11 7 ; 
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ان شكل المصفوفة دوما رباعي. فاما أن n = m‏ فنقول أنالمصفوفة مربعة آو m s= n‏ فنقول 
أن المصفوفة مستطيلة . Š‏ 


v 


2-1-درجة المصفوفة ؛ اذا كانت لدیذا bga Α- [ail‏ المضفوفة δε}‏ الاسطسور 
mxn‏ 


وعدد الآعمدة ) n, m‏ تسمى بدرجة المصفوفة . 
فاذا كانت n s= m‏ نقول أن المصفوفة من الدرجة "×" آما اذا كانت المصفوفة مربعة 
أي m=n‏ فنقول باختصار أن المصفوفة من الدرجة n‏ . 
فاذا كانت لدينا المصفوفتان : 


نقول أن المصفوفة A‏ هي من الدرجة 2 أما المصفوفة B‏ فهي من الدرجة 4 x‏ 2. 

نعود الى مفهوم المصفوفة من خلال المثال الاقتصادي التالي : 

اذا كانت لدينا بيانات حول المبیعات السنوية لاحدى الشركات حسب مناطق البيع 
1ھ 111و حسب ثلاثة أنواع من السلع -A,B,C‏ 


السافات موعحة فى التجدول «ιδ‏ 


المبیعات السنوية للشركة ( ملیون دج ( 


μμ‏ یس الم ع 
; = أنواع السلع 
š l 11 I |‏ 
Wasa:‏ 
A 98 24 42‏ 
B 39 15 22‏ 
ς 22 15 17‏ 











98 24 42 | 
Α = 39 15 22 


22 15 17 
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نلاحظ أن السصفوفة A‏ تحتوي على 3 سطور و 3 أعمدة» انها مربعة و من الدرجة 3 و یمکسن 


lis‏ باختضار Q ἱ-1,2,3 SA Pu]‏ 123 تق 
3x3‏ إل 


يلاحظ أن موقع كل رقم له معناه الخاص في هذه المصفوفة . فمثلا 39 الذي يقع في السطر 
الثاني و العمود الأول (an)‏ يدل على قيمة المبيعات من السلعة 8 في منطقة البيع رقم 1. 
و الرقم 17 الذي يقع في السطر الثالث و العمود الثالث (agg)‏ فهو يدل على قيمة المبيعات 
من السلعة © في منطقة البيع رقم 111 وهكذا. 

يلاحظ أن المصفوفة هي وسيلة منظمة لترتيب البیانات كما أنها وسيلة ila‏ 


واتريعة لیر εἰ‏ الععئيات (الحسابية گنا εγω‏ فيما ελα‏ 


و تجدر الاشارة الى أن جميع العناصر المشكلة لمصفوفة لها كناية واحدة poliai‏ 
المصفوفة ۸ السابقة جميعها تعبر عن قيمة المبیعات من السلعة 1 في منطقة البيع j‏ 
كما أن وحدة القياس بالنسبة لجميع polis‏ هذه المصفوفة واحدة » حيث لا يجوز أن تحتوي 
مصفوفة واحدة على عناصر لها كنايات مختلفة كأن تدل مثلا بعض العناصر على قيمة المبيعات 


و بعضها الآخر عن تكاليف الانتاج. 


3-1 التعریف برمز الجمع 2 0 

نظرا لكثرة عملیات الجمع في المصفوفات نسبيا بالمقارنة مع العمليات الجبرية 
الآخری ذانه ينبغي التعريف بالرمز المستخدم في عمليات الجمع. 
تقترض, آنذا نريد جمع as öli ἕως‏ 4 چھ ,80 a,‏ أن مجموعهم هو tas:‏ 2+8+8 3+8 
أي مجموع ,2 حيث1,2,3,4,5 = 1 و يمكن الاستغناء عن هذه الكتابة باستخدام الرمز 


5 : لنكتب‎ Z يقفا‎ μὴ μαι 
ag 
i=l 


و یمکن تعميم استخدام الرمز z‏ في حالة وجود n‏ من الأعداد οἱ με}‏ جمعها لنكتب : 
By T‏ = یھ = 
i=l‏ 


و تجدر الاشارة الى أنه ليس حتما أن يبدأ الدليل 1 ب 1= 1 فاذا كانت لدینا الأداد 


3 ° 5 


X3 X4 Χο xe X7 ود × و أريد الحصول فقط على مجموع الأعداد‎ X3 X4 ×5 X6 X7 


= Χ. ٢ فاندا تگتب‎ 


i= 3‏ 
كما أنه لا یوجد أي مانع في أن نجمع کل الأعداد ما عدى أحدها أو بعضها كأن يراد الحصول 


4 
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ia SJ ( χα أي باستثناء‎ ( X 1 ”2 بن«‎ * xg X7 على مجموع القيم‎ 


7 
Z‏ 
i= 1‏ 
iZ 3‏ 
یمکن أن نصادف تأليفه من الأعداد q, X‏ .م و أريد جمع حواصل vl‏ 
3 
44 وھ ,42 وھ :9۰ p]‏ فاننا نكتب Ρρ‏ 2 و هكذا بالنسبة لأكثر من جذائين. 
i= 1‏ 


و الآن els‏ الي اتحالة التي يكون للرقم لیس دليل واحد كما رأينا سابقا بل دليلان 1 و j‏ 
كما هو الحال بالنسبة للمصفوفات حيث لكل عنصر في مصفوفة دليلان» 1 ليدل على رقم السطر 
و [ ليدل على رقم العمود. 

فاذا كانت لدينا مصفوفة : 


و أريد الحصول على مجموع polis‏ السطر الأآولء هذا نلاحظ ثبات الدليل 1 (1<= 1 ) و تغير 


: ونكتب‎ (j = 1,2,3 ( j الدليل‎ 
3 
> یرہ‎ S Ayy FA F ayq 


j=1 
: أما مجموع عداصر السطر الثاني فنكتب‎ 
3 : 
= Spi = Hgg ووه دا‎ = Sg 
151 
و1‎ (πι) ثابتا‎ j العمود الأول تكتب بوضع‎ polis نات الآن على الأعمدة لنجد أن مجموع‎ 
2 : لنکتب‎ (i = 12) متغیرا‎ 
2 7 Sij Hapi 
i= 1 
: و بنفس الطريقة نحصل على مجموع عناصر العمود الثاني‎ 
2 
; وچھ = ويه‎ t ووه‎ 
i=1 
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و كذلك مجموع عناصر العمود الثالث : 


=. aja = ays ووه‎ 


i=1 


و أخيرا نفترض 1ο]‏ نريد الحصول على مجموع polis‏ المصفوفة A‏ نلاحظ أن هناك طريقتان : 


1 اما أن نجمع مجموع الأسطر : 


)1823 ووة 3 821( + )14 + وہھ+ (aj,‏ = 


2- اما أن نجمع مجموع الأعمدة : 


= lajit a) + (8ῃ2τ 42) + خورة)‎ Βα) 
söl نلاحظ‎ 
2 3 3 2 
2 (2 ij ١ 0 > [Z ij | 
1-1 j =1 j=1 i=1 
لتکتب‎ yl ف یکن ازآلة‎ 
2 3 3 2 
ώς = su. s 2 2 δ 
1-1 121 151 1 


و aio‏ يمكننا تعميم هذه الكتابة بافتراض أن المصفوفة تحتوي على m‏ سطر و n‏ عمود لنگتب : 


ان الطرف الأيسر من المعادلة يعبر عن مجموع polie‏ المصفوفة حسب الأسطرء أما الططرف 
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المصفوفة حسب الأعمدة و ذلك في مصفوفة من‎ polis الأيمن من المعادلة فهو يعبر عن مجموع‎ 
. مام‎  ةجردلا‎ 


ملاحظة : يمكن مصادفة بعض الحالات الخاصة في عمليات الجمع كأن يكون مثلا مجموع العناصر 
المفروضة بدون دليل : 


2 2 
7 X =xX رپ‎ +X +x = کر‎ 
51 
و نعمم ذلك لنكتب‎ 
n 
x = mn 3> 
isi 


و حالة أخرى عندما تكون جميع العناصر المفروضة مضروبة بعدد ثابت ما : 


3 3 
= کا‎ y; = رگا‎ + Ky + kya = kk >. لا‎ 


1-1 1-1 


و نعمم ذلك لنكتب : 


M: 
Ξ 

< 

11 

x 

9 


1-1 1-1 
و نشير الى وجود حرف اغريقي آخر " بي - f]‏ " ليدل على عملية الضرب. 
- 5 
فاذا کان : b; = b] +b, + bs + b, + bg‏ > 
151 
5 
فان : =b] + b, - b, - b, - bg‏ رط nm‏ 


و گل ο, 53 à‏ يحض 2 بالنسبة للجمع يمكن تطبيقه ο‏ الى Γ]‏ بدل الجمع 
نقوم بالضرب. 
4-1- بعض الأنواع الهامة من المصفوفات E‏ 

ستذكز غا بعض الأنواع ( الأشكال ) الهامة للمصفوفات التي لها صلة بالتطبيقات 


الاقتصادية : 


: المصفوفة المربعة و المصفوفة المستطيلة‎  )1( 
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اذا كان عدد الأسطر يساوي عدد الأعمدة في المصفوفة أي n = m‏ نقول أن المصفوفة 
مربعةء أما اذا كانت m‏ 272 نقول بأن المصفوفة مستطيلة . فاذا كانت لدينا المصفوفات : 


ھ2 Γι.‏ 2 .را 
A = B=|3 6 C=‏ 
7 لے & 2- 3 
فاننا نقول أن المصفوفة A‏ مربعة أما 8 و © فهما مصفوفتان مستطيلتان. 
)2( - المصفوفة القطرية : 
هي مصفوفة مربعة جميع lapolis‏ معدومة ما عدى polis‏ القطر الرئيسي : 
j θεα, = 0‏ = ا 


1} 
4 = J bas ayj 0 


مثلا المصفوفة : 5 ۰ E‏ 
0 3- ۹۰۰٥ء‏ هي مصفوفة قطرية 
5 0 0 


)3( — المصفوفة السلمية ) القياسية ) : 
هي مصفوفة قطرية فيها جميع polis‏ القطر الرئيسي متساوية : 
ay, = 0‏ عندما i= j‏ 


1 = j lass 811 =k 


مثلا المصفوفة : 0 0 2[ 


)4( - المصفوفة 231331 2 
هي مصفوفة قطرية فيها جميع polis‏ القطر الرئيسي تساوي 1« 


i= j ر عندما‎ > 0 
5 t = j base 1 
1 0 0 i 
Sra كادي من‎ μαι δε] 3 ὦ ο ο 
0 ο 1 
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)5( المصفوفة المثلثية الى أعلى : 
هي مصفوفة مربعة تكون فيها جميع العناصر الواقعة تحت القطر الرئيسي معدومة . 
j les aij =0‏ > 1 
ΕΗ.‏ 2 ھن 


1ل 3 ٥۱ء‏ ھي مصفوفة مثلثية الى أعلى. 
ο 5‏ تو 


ملاحظة : القطر الرئيسي في المصفوفة هو عبارة عن العناصر an‏ ۰۰۰ وروھ :422 aii,‏ 
 )6(‏ المصفوفة المثلثية الى أسفل : 
هي مصفوفة مربعة تكون فيها جميع العناصر الواقعة فوق القطر الرئيسي معدومة . 


1» عندما‎ ajj 0 


L ο ο فمثلا المصفوفة‎ 


0 4 3 » هي مصفوفة مثلثية الى أسفل. 


)7( ۔ المصفوفة المتناظرة : 
في.مصفوقة مربعة العداصر المتداظزة μμ μμ‏ للقطر الردیسی متداویةء 


1 22 j buas β..-ᾱ.. 
11 ai 


فالمصفوفة : 4 3 1 


لان : 1-< رة < 12 


)8( - المصفوفة المتناظرة عكسيا : 
هي مضفوفة مربعة العناصر المتناظرة فيها بالنسبة للقطر الرئيسي متساوية بالقيمة 
المطلقة و متعاكسة في الاشارة كما أن عناصر القطر الركيسي فيها معدومة. 
αμ‏ کی عندما  ij‏ 


12 j عندما‎ 0 
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۲ 3 5 τ] : فالمصفوفة‎ 


)9( - المصفوفة الصفرية : 
هي مصفوفة جميع عناصرها معدومة» و المصفوفة الصفرية لا يشترط أن تكون مربعة . 


«1 si مهما كان‎ aj; = 0 


j 
Γ π : كلا المصفوفانتك‎ 
0 0 مثلا المصفوفا‎ 
7 [ο ο ο ο [ο ο ο 
هي مصفوفات‎ 2 3 5 
وسےہ رید‎ ο ο 0 ο πρ Ὁ: Ὦ 
ο ο 


)10( - مصفوفة السطر و مصفوفة العمود : 
اذا احتوت مصفوفة على سطر واحد فقط 1 = πι‏ نقول أنها مصفوفة سط ر 
( أو شعاع سطر ). أما اذا كان 2-1 فنقول أنها مصفوفة عمود ( أو شعاع عمود ). 


1 


فالمصفوفة | 3 | »هي مصفوفة عمودء أما المصفوفة ]1 oa | 1 ἃ‏ 


5 


)11( — مصفوفة الاسقاط ( التلاقی ) و مصفوفة العلاقات : 
عادة ما تواجه الاقتصادي مسألة دراسة العلاقات ہ الارتباطات بين موضوعين أو أكثر. 
فمثلا سن أجل انتاج وحدة واحدة من المنتوج رقم 4 يجب استخدام قطعتان من 


المنتوج رقم 1 و ثلاثة قطع من المنتوج رقم 2 و قطعة واحدة من المنتوج رقم 3. 
يمكندا أن نوضح هذه العلاقة بالاستعانة بالشكل التالي : 


المدخلات 
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ان U‏ مصفوفة الاسقاط - Matrice d'incidence‏ "' لهذه المعطيات هى : 


0 0 0 1 
0 0 0 1 
0 0 0 1 
0 Û 0 0 


هذه إلمصفوفة تعبر عن وجود العلاقة معبرا عنها ب 1 أو عدم وجود العلاقة معبرا عنها با 0. 
LÀ‏ اذا رغبدا في أن تعبر هذه المصفوفة ليس فقط على وجود أو عدم وجود العلاقة » بل أيضا 
على حجم هذه العلاقة فان ذلك يكون عن طرين " مصفوفة العلاقات " » و بالنسبة لمثالنا 


فان مصفوفة العلاقات المقابلة له هي : 


2 0 0 0 
3 0 0 0 
1 0 0 0 
0 0 0 0 
هناك آیشا ما يسمى " بمصفوفة الاسقاط البياني " و أهميتها تبرز عقد التعبير J‏ —— 


للعلاقات بين المواضع المختلفة في الاقتصاد خاصة عند دراسة مسألة النقل بين النققاط 
المختلفة » بين المدن. 


4 كان الدیقا الرسم ο‏ ٹیر العوچہ الذالي £ 
3 





فان مصفوفة الاسقاط البياني المقابلة له هي : ο 1 ο ο ο ο‏ 





11 


: بالنسبة للرسم البياني الموجه التالي‎ 1ο] 





فان مصفوفة الاسقاط البياني المقابلة له هي : 





] 0 0 0 1 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 0 
1 1 0 0 
0 0 0 0 
| :تا 0 0 0 
521 اثر المصفوفة ؛ 
اذا كانت لدينا المصفوفة المربعة التالية 
e. ας‏ 13 
aj,‏ ... 23 
as,‏ .. 33 
a3 ... a‏ 


فان العذاصر aa‏ 


+a ) 


۸ المصفوفة‎ Ploi (aj, + 820 a + وچھ‎ + eetan 


و يكتب أثر المصفوفة 8 باختصار : 


11’ 822) a33 ... 
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0 1 0 
0 0 1 

0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 
5 0 "Ὁ 0 
[an 

7 321 

رو8 

n1 


a‏ تسمى بعناصر القطر الرئيسي للمصفوفة و مجموعها 


n 


i=j=1 


22 


te & = > & < 
1] 


مثال : اذا كانت لدينا المصفوفة : 


گے 7 


trA=1+7+2=10 : فان‎ 
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أما بالنسبة للمصفوفات المستطيلة فانه لا يتم تحديد أثرها ( أثرها غير معرف ). 


6-1 منقول المصفوفة ؛ 


اذا كانت لدينا المصفوفة : 


ey ` Aj 

ñ Pyl 812 522 
mxn 

ani  ĉm2 


فان منقولها هو عبارة عن قلب أسطر هذه المصفوفة الى أعمدة و الأعمدة الى أسطر و يرمز 


تقول المصفوفة Δ.‏ پ ا 


اننا + 


ملاعظة ١‏ يرمز لمتقول المصفوقة في بعش المراجعب گ۸ . 


š ΙΑ كاك‎ paj : -1 کال‎ 
2 5 3 
2 2ے‎ 1 
ai 4 4 
1 0 6 το 
A' = 2 2 d 
5. e2 4 
3 1 4 
1.8 


sqa € 

Λ' 5/α.. 8 8 
[5]... i 12 22 
an 2n 

1 

A = 0 

6 
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1 اننا کات‎ z 2 Jle 





7-1- خصائص منقول المصفوفة ؛ 
1 منقول منقول مصفوفة هو عبارة عن المصفوفة ο‏ أي : ۸= '('۸) 
(A4B)' = A' + 8' 2‏ 
(AB)' = B'A' 3‏ و كذلك في حالة أكثر من مصفوفتين : (A 8 C)' = C'B'A'‏ 
λ.Α' 4‏ -'(8 ۸ )حیت 1ο À‏ 


5 اذا كانت المصفوفة ۸ متناظرة فان'۸ = A‏ . 
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تماریسسن 0 


- آکتب المصفوفات التالية : 


€= يه‎ Á = [α.. 
[səs], - kM 


λα, ο |] يريخ‎ "Š 
i= j حيث : 0 = روط عندما‎ B= [δη] κα 5 
سے وٹ‎ 
i=j کی رط متدیا‎ 21 -2]: 9 
i) j حيث : 0 = ںۃ من أجل‎ ae عد أن‎ -8 
1 > [ ره من أجل‎ = ij = 23 š 
کے 012 _ 43ے‎ ον D= id.. 
ij 1 2j + 4j: حیث‎ 3; ] Re -9 
: 0۔ اذا كانت لديك المصفوفة‎ 
17 31 26 11 
11 27 16 14 
21 23 15 16 
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المطلوب أ حساب المقدار : 


ب حساب المقدار : 


> - حساب المقدار : 


وت جاب المقدار 


η ος 

Á 3 3 4‏ 
8 سی © ہر ہے 
)1 ]1 

j=1 += isl j=1 
gtis 


M. 
Ne 








119 
23 1-1 
192 j3 
> 5 + Baal ا3ا كانت الديك‎ 21 
ho 3 ا‎ 
دق‎ |ο k ف‎ 
| © ο ê 





أ ما نوع هذه المصفوفة ؟ 


1€ 
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ے l‏ المقآدير الذالية : 


3 3 
pa δη s 3 روا 7 و‎ 
1 


i=j=1 j= 





5 
3 أكتب مصفوفة الاسقاط للرسم البياني الموجه التالي : 


3 7 





4 أكتب مصفوفة الاسقاط للرسم البياني غير الموجه التالي : 
5 4 3 2 1 


6 19 


7 


5 أكتب مصفوفة الاسقاط للرسم البياني غير الموجه التالي : 





1 2 6 8 10 


6 اذا كانت ثلاثة منتجات 1ء 2ء 3 تدخل في انتاج القطعة 4 وفقا للكميات التالية : 


T. 
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. أ- أكتب مصفوفة الاسقاط التي تعكس هذه العاقة التكنولوجية‎ 
. ب - أكتب مصفوفة العلاقات التي تعكس هذه العلاقة التكنولوجية‎ 


7 اذا كان الشكل التالي يعكس العلاقة التكنولوجية بين القطع الانتاجية ل 2ء 3ء 4ء 5ء 


6> ء 8ء κ‏ وفقا لما يلي : 





أ كتابة مصفوفة الاسقاط لهذه العلاقات التكنولوجية . 
ب - أكتب مصفوفة العلاقات. 


فال ρω! pagt‏ الباتي المرجة اليقآايل ليمقوفة الأبقاط الداليةا : 


ο F G 1 o 
1 0 0 U 1 
G G G 1 0 
1 0 1 Ü 1 
0 1 G 1 0 


πμ κ النوجه القايل لسطوفة‎ μμ الرس‎ — A -19 


1 1 


0 1 G 0 0 0 
0 0 1 G G 1 
0 0 0 1 0 6 
G 0 1 G 1. 0 
1 Û G 1 6 1 
G 1 U [η G 1 
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0 اذا ذانت المصفوفات التالية : 


أوجد المصفوفات التالية  :‏ '۸ 


2 
C' -‏ مانا تستنتج ؟ 
D' .‏ مانا تستنتج ؟ š‏ 
1 اذا ذانت لديك المصفوفة : 
6 4 


2 
. A أوجد المصفوفة‎ Α'ΞΙ1 ᾱ al 


4 3 2 
2 اذا دانت لديك المصفوفة : 
οἱ‏ 3 4 
7 2 ۱1ے (ABC)'‏ 
3 1 1- 
أوجد المسفوفات = C'D'A'‏ 
ABC -‏ 
3 حدد أثر المصغوفات التالية : ب 
Û 2 1 5 1‏ 1 3 


اص 

+ 
D 
ω 
D 
Ον 
- 


N 
(ο 
κο 
= 


N 


ç 15122 


159 
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الفصل الثاني ؛ معلبات جبرية على المصفوفات 


1 تساو مصلوفتان‎ κα 


تتساوى وتان اذا وفقط اذا حققدا القرطان : 
٦‏ - أن ككونا هن جس الدرجة . 
ب العناصر فی الأماکن المتقابلة عتساوية ٠‏ 


[αμ] :‏ ذو Β- [δω]‏ مساويساق اذا و اذا :اق 
kxL σα 978‏ 


L‏ و كذلك bi;‏ = ريه من أجل جميع ὦ ἃ μοὶ‏ و 


ο 
3 

3 
3 
Ë 


" 
3 


فمثلا المسغوفتان : 


pP 
0 
w 
M 
N 


š 
= 
° 
N 


الك Es.‏ أن المصفوفحاك مو شس الرے ;2259 


al 2‏ انقيرط الثاني فیجب أن تتح المساواة التالية ٠‏ 


=7 
8215 1 9پ‎ βρη 2 


8-2 جمم المسلوفات ! 


A = [ai] B= [οἱ کانٹالاینا مسفوفتان‎ 131 
| le xn [ TAR 


ذان الشرط الأساسي لكي يكون 8+ ۸ معرفا عو أن تكون المصفوفتان من نفس ——— 
rn = Lsk =r‏ 

أي أن للمصنونتان نفس عدد الأسطر و عدد الأعمدة ء 

عند Gi‏ عذا التمرط نقول أن المصفوفتان متواففتان للجمع و نگتب : 


A+B = [α.. 
[3i 


لات 
4 
35 
k‏ 
= 
ا 
== 
دم 
ا 
$ 
دغ 
ον‏ 
سے 


j وا سا تج‎ S ےھ سم‎ ἃ 8 پا‎ δρ S یی‎ aS 
٠ 8 المصفوفة الجديدة الناتجة تكون من نفس درجة المصفوفتان 8ء‎ ο 
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: اذا كانت لسینا المصقوقات‎ + Ji 


۰ ας 5 2 5 5 
+ 2 3 3 5 al 
A= B= | 1 Afees 
` 0 7ے 1 3 4 فيد‎ 
5 0 


= 
N 
w 
w 
ہم‎ 
1 
= 
= 
τ 
5 
N 
+ 
οι 
w 
I 
= 
5 
- 
N 


° 
1 
N 
5 
ω 
بم‎ 
1 
N 
5 
+ 
w 
1 
N 
+ 
= 
> 
1 
N 
w 
٦ 
t 
N 





مثال اقتصادي 1 في الفصل الأول کنا قد أوردنا جدولا خا 1 gual Slagg‏ 
الشردات بملایین الدیدارات: حسب مناطق البيع 1 11 111٠‏ وحسب 


ثلاثة أنواع من السلع © B.‏ ۰ ۸ و شكلنا من محتوى الجدول مصفوقفة 








58 24 42 
A = 35 15 22 


17 15 22 
كانت هذه المعطيات خاصة Ὁ ji,‏ اذا اقترفتا ο]‏ لدیتا Lal‏ بیانات حول Slasa‏ 
الشركة بملايين الدینارات خدال السنة 1 + ا ممثلة في المصفوفة التالية 


55 18 44 


Β 45 53 36 


و اُردنا الآن الحصول على قيمة المبيعات خلال السنثين + و 1 + + حسب آنواع السلع 
و مناطق البيع. ان ذلك ممكن عن طريق جمع المصفوفتان : 


]86 43 153 44 19 55 42 24 98 
0م 68 62 | - |36 53 43اہ |22 15 39| = A+B‏ 
37 55 33 20 46 11 17 .15 


N 
P> 
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ان العنصر 68 = ررة و هو يدل على قيمة مبيعات الشركة خلال السنتين + و 1 + t‏ من 
السلعة 8 في نقطة البيع رقم -11 . 

أما العنصر 86 = ajg‏ فهو عبارة عن قيمة مبيعات الشركة خلال السنتين من السلعة 4 في 
نقطة البيع رقم -111. 

ملاحظة كنا هو معروف لا يجوز جمع أعداد ليست لها كناية واحدة » WIS‏ بالنسبة لجممسع 


المصفوفات» فاذا كانت لدينا المصفوفة A J]‏ عناصرها عبارة عن قيمة 
mxn‏ 


المبیعات من'السلعة 1 في نقطة البيع j‏ » و كانت لدينا مصفوفة آخری C= Cj?‏ 
mx n‏ 


عناصرھا عبارة عن تكلفة انتاج وحدة واحدة من المنتوج i‏ في الموسسة j‏ .في 
هذه الحالة 8 + ۸ ليس له معنى. 
نعود الآن الى المثال السابق و نفترض أنه في السنة 2 + t‏ فتحت نقطة بيع جديدة لدى 
الشركة و المصفوفة التالية تعبر عن قيمة المبيعات بملايين دج من السلع الثلاثة في نقاط 


IV ع‎ 111 «11 «1 J! 


9 كان المطلوب منا حساب قيمة المبيعات لهذه الشركة خلال السنوات الثناثة حسب أنواع 


السلع و نقاط البيع. 
σος‏ مصفوفات + ا A =a. . , B= Îb.‏ 
[ο] 33 ١ alas [u] 3x4 οκ ο‏ 


نلاحظ أن المجموع A+B+C‏ غير معرفا οὐ‏ المصفوفتان ۸ و 8 لا تتوافقان للجمع مع 
المصفوفة Ὁ‏ في هذه الحالة يمكن اضافة عمود رابع الى المصفوفتان ۸ و8 لتصبحا : 


9° وو 0 42 مد‎ 19 44 0 
z3 as 22 Ὦ e |4 535. 38 0 
22 15 17 ο u 4ο 20 8ه‎ 


ان العمود الرايع في المصفوفة Α΄‏ يعني أن المبيعات في نقطة البيع رقم -4 في السنة + 


كانت معدومة . كذلك العمود الرابع في المصفوفة *8 الذي يعني أن الشركة في 1 + لم 


N 
N 
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يكن لديها أية مبيعات في نقطة البيع رقم -4ء 


و الان يمكن اجراء عملية الجمع οὐ‏ المصفوفات ع . *8 .”م هي من نفس الدرجة . 


98 24 42 0 55 19 44 0 60 20 46 0 213 63 126 0 
A"+B”.C439 15 22 û |+ |43 53 38 G|+|50 45 40 10 |= |132 115 100 6 


22 15, 86 11 46 20 0 10 50 20 30 43 105 57 30 


3-2- خصائص مملبة الجمع في المصفوفات : 
ان خصائص الجمع في المصفوفات لا تختلف عن خصائص الجمع في الجبر العادي. 


1- الجمع تبديلي في المصفوفات : A+B = ΒΙΑ‏ حيث A‏ و8 مصفوفتان متوافقتان للجمع. 
البرهان : اذا ذانت لدينا : 


® = || a= [5ο] 
ïj ij 
: من خصائص جمع الأعداد في الجبر العادي نجد آن‎ 
8... δε = δες š 
1] 1J 1J 1) 
: أن‎ ο و بذلك نجد من تعريف جمع‎ 
»8ه‎ fay یه‎ |= Bı sa] = [al * Fu] = B +Á 
ij ij ij ij ij ij 
A + (BC ) = (A+B ) + C : الجمع تجميعي في المصفوفات‎ 2 


البرهان : من تعريف جمع مصفوفتين يمكننا ση‏ 5 


A + ( B+C) =] | * Pi + <ç; } 
1] 1] 1J 


و بالاستفادة من الخاصية التجميعية في جمع ti‏ تنجد إن + 


9 بالتالي : 


Kx ) قوق‎ Y= [iy bylta] - (A+B ) +C 
1] 1) 1]. 
و يمكن تعمیع ذلث على أكثر من مصفوفتين.‎ 


3- المصفوفة الصفرية لها دور حيادي في جمع المصفوفات : 


كما هو معروف من خصائص الجمع في جمع الأعداد فان : κο Ü εἴτ. κ = A‏ 
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كذلك بالنسبة لجمع المصفوفات بشرط أن تكون المصفوفتان 8 و 0 متوافقتان بالنسبة للجمع 
أي لهما نفس الدرجة. 





[o ο] [ο 3‏ 
'مثال : اذا كانت المصفوفة : Ae‏ 2 السََوة = 0 
5 کہ νο‏ 
Ὁ. 3‏ 3+0 2+0 00ء Δι‏ ان حرج 
اتتا نستظیغ أن نكسب + H + - Ξ‏ . 0د , د 
jı 5] [00 As 0 K‏ ۱۔ 


4-2- طرح المصفوفات : 


B = K j| A= E i] τ كانت :لينا سقوقتان‎ 131 
J| kxL 1J معدم‎ 


فان حاصل الطرح A - B‏ يكون معرفا فقط و فقط اذا كانت المصفوفتان من نفس الدرجةم = »او 


A-B- |; |` Po] Ξ [αμ λα. L=n 


و المصفوفة الناتجة عن عملية الطرح تكون من نفس درجة المصفوفتان ۸ و 8 . 
مثال : اذا كانت لدینا المصفوفات التالية : 


تلاحظ أن ۸-8 غیر مغرف لن العتقوفتان ۸ و 8 لیستا من نفس الدرجة ء كثلة ἃ...‏ 
لحاصل الطرح © - 8 . 


أما بالنسبة ل © - A‏ فهو معرف لأن المصفوفتان من نفس الدرجة فهما متوافقتان للطرح. 


1.3 2.85 amal مما‎ s 4 
À -@ = _ 


ο- 3 -2-1 4:2 =Š: Ὁ Ὁ 








مثال gulasi l‏ ; 
في الفقرة الثانية من هذا الفصل کنا قد أعطينا مصفوفتان خاصتان بقيمة المبیعات لاحدى 
الشركات من السلع © » 8 ء 4 في نقاط البيع ¿II ¿I‏ 111 المصفوفة الأولى - À‏ خاصة 


بالسنة + و المصفوفة ‏ 8 خاصة بالسنة 1 + t‏ . 
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و هي على التوالي : 


58 24 42 55 13 44 
A = | 39 15 22 B = |43 53 38 


22 15 17 11 40 20 


لغرض التعرف على التغير ( الزيادة أو النقصان ) الذي حصل في قيمة المبیعات من كل 
نوع من أنواع السلع حسب نقاط البيع نقوم بعملية طرح المصفوفة الخاصة بالسنة t‏ من 


المصفوفة الخاصة بالسنة 1 + t‏ 


55 19 44 98 24 42 

B-A- کا‎ aj] 43 53 38 5 39 15 22 
11 40 20 22 15 17 

2 5- 43- 42 44 24« 19 8ے 55 

= 143 9 53 -15 38 22 Ξ 4 38.16 


απ. 28 40 «15 20 لے 7ے‎ 25 j 


ان العدد 43 من المصفوفة الجديدة . العنصر ajg‏ يعني أن قيمة المبیعات من السلعةم 


في نقطة البيع رقم - 1 قد انخفضت في 1 + 1 مقارنة بالسنة t‏ بمقدار 43 ملیون دج. 
بينما يعنى العدد 25 العنصر ay:‏ أن قيمة المبيعات من السلعة © في نقطة e!‏ 
رقم - 11 قد ارتفعت في السنة 1 + t‏ مقارنة بالسنة t‏ بمقدار 25 مليون دج. 

5-2- صرب مصفوفة في عدد : 


اذا كانت 8 مصفوفة من الدرجة m x n‏ و k‏ عدد حقيقي فان الجذاء k A‏ هو عبارة عن ضرب 


کل عنصر رظ من المصفوفة ۸ بالعدد ek‏ 


811 812 81 + گانتت‎ [ila 
642 | وذ‎ Bog Ἄρα 
“êl. “Ἢ 353 
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مثال : اذا كانت : οἱ‏ 5 5 ] ۸ وكانت k=5‏ 
Ë‏ لے 
Ὁ ] ΜΡ‏ كف 25 5.0 .5 5.5 
ΚΑ -5 5‏ 
10 5 15 3 وھ 5:3 


مدال اقتصدادي : 


اذا كان عدد الساعات اللازمة لانتاج قطعة واحدة من المنتوجين A‏ و 8 في مختلف أقسام 
الانتاج في احدى الموسسات ممثلة بالجدول التالي : 


عدد الساعات اللازمة لانتاج وحدة واحدة من المنتوجين A‏ و 8 . 








Ιου ἡ 1214‏ معرفة الزمن اللازم لانتاج 5 قطعة من کل منتوجء فاننا نقوم بضرب کل العناصر 
الموجودة في الجدول بالعدد 25 و بالتعبير المصفوفي قاتا SS‏ < + 


1.05 1.10 26,25 21,5 
25 24,00 12,00 | = 600 300 
1,70 230 | 43,19 57,5 


ان العدد 26,25 أي العنصر 1 يعني عدد الساعات اللازمة لانهاء مرحلة الانتاج في 
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القسم الأول لانتاج 25 وحدة انتاج من المنتوج - 4 . 
6-2 ضرب المصفوفات : 


لتکن لديذا مصفوفتان A ή‏ من الدرجة 9πχρΡ‏ | 


s pxn من الدرجة‎ B= [Pi 


ان الجذاء ΛΒ‏ هو مصفوفة جديدة و لتكن C τει]‏ من الدرجة mxn‏ ان العداصر C j‏ 


التي تشكل المصفوفة © هي عبارة عن حواصل الضرب الناتجة عن ضرب عناصر السطر ἱ‏ من 
المصفوفة 8 في عناصر العمود j‏ من المصفوفة B‏ . 


n 


€s = تر و‎ + ai? Bo; toarre t ربق‎ Baj = 7 aik کپ‎ 
k=1 


شرط توافق مصفوفدان للضرب : 


ان الشرط الأساسي لضرب المصفوفتان ۸ و 8 أي الحصول على الجذاء AB‏ هو أن تتساوى 
عدد الأعمدة في المصفوفة ۸ مع عدد الأسطر في المصفوفة 8 فاذا لم يتحقق هذا الشرط نقول 


أن المضفوفتان غير متوافقتان للضرب و أن الجذاء ۸8 غير معرف. 


فاذا كان لدیدا : ]°[ = .8 Α- Ë i‏ 
“ام بالشرط ...> ` 


- 3 
درجة المصفوفة الداتجة 


ان هذه الكداية كسم الغا باللكعرك توااقفق أو عدم ,توافق المصفوفةان بالنسبة للد ب 
ن μμ ών g‏ 2 
بالاضافة الى تحديد درجة المصفوفة الجديدة الناتجة من حاصل الضرب . 


مثال : اذا كانت لدينا مصفوفتان : 


μα ο bip big Pig 
11 412 ورھ‎ 
νέων b23 
21 322 323 κ ήν 
وو‎ Ὅς. 535 


عل سن الحصول على «ΑΒ Aidi‏ 


ΑΒ - Ἵν ο... : الكتاية‎ ' 
[s] 2x3 [ i] 3⁄3 PETS 


نلاحظ أن شرط الضرب محقق } عدد الأعمدة في المصفوفة ۸ يساوي عدد الأسطر في المصفوفة 8 ) 
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.2 x 3 تكون من الدرجة‎ AB و المصفوفة الجديدة‎ 


و اذا 122231 الآن أن المصفوفة حاصل الضرب AB‏ هي المصفوفة cE]‏ قن jpa‏ 
على عناصرها G;‏ يتم باتباع الخطوات التالية : 


1 للحصول على العنصر CI.‏ نقوم بضرب polis‏ السطر الأول من المصفوفة 4 في olas‏ ` 
العمود الأول من المصفوفة 8 ء ثم تجمع حواصل الضرب. 
أي : πα ται‏ ع biri p ayy oy‏ إرروة 

2 للحصول على العنصر رز » نقوم بضرب عناصر السطر الأول من المصفوفة 4 في عذاصر 
العمود الثاني من المصفوفة 8 ء ثم نقوم بجمع حواصل الضرب. 
أي : ووط و + b22‏ 12 + ورط 811 

3- للحصول على العنصر ور » نقوم بضرب polis‏ السطر الأول من المصفوفة Α‏ في عذاصر 
العمود الثالث من المصفوفة 8 ء ثم نقوم بجمع حواصل الضرب. 

api روي‎ δα Bygt ταν 

4 للحصول على العنصر ہر » نقوم بضرب عناصر السطر الثاني من المصفوفة ۸ في عذاصر 

العمود الأول من المصفوفة 8 ء ثم نقوم بجمع حواصل الضرب. 


أي : روط وره + يوط 822 + رر روة 


5 للحصول على العنصر C22‏ ٭ نقوم بضرب عناصر السطر الثاني من المصفوفة 8 في عذاصر 
العمود الثاني من المصفوفة 8 ء ثم نقوم بجمع حواصل الضرب. 
أي a23 baz š‏ + ووة + روط 821 

6 للحصول على العنصر ور » نقوم بضرب السطر الثاني من المصفوفة ۸ في عناصر العمود 
القالث: فن العصفوفة B‏ اهم تقوم يجمه خواصل الظرب: 
gl‏ ; 


وو Όρη‏ + ور 802 + ور روط 


ر هدا .1224 كداينة المصفوقة الجديى. الداتجة عن Jels‏ الشرب ΑΒ‏ 


28 


http://www.opu-lu.cerist.dz 


ړوو خووطورة *ورطررة ‏ 31332 ΑΠΙΡ1218129221‏ 31454 *روطوية + 1رطرية 
AB =‏ 


b b 


وو وة + ور رة +و رة 82332 &21P12+ā22P22+‏ وور خروطوية +11طروة 


أما الجذاء ΒΑ‏ فهو غير معرف لأن شرط الضرب غير محققء المصفوفة B‏ تحتوي على EW‏ أعمدة 


مثال 2 : اذا كان لدیذا : 1 .Β-|‏ اد 2 1[ = Α‏ 


نلاحظ أن الجذاء 4.8 معرفا حيث : 


0 
AB = [1 2 -] πα [1.0 + 2.1 + 1 4[ 8 [2] - 2‏ 
13 
4 
31 
كذلك الجذاء 84 معرفا حیث : 
ost w2 ο..ι] Το @ ο‏ 0 
2 داءانت.<× 1.2 اءداء |22 αὶ h‏ | سے مج 
] 13 
4 8 4 کے ως CA a «ἃ‏ تب 
3 2[ 
f‏ 5 4 
کال عد 2 .121 کان لدیذا : 1 4 |= A = 7 5 B‏ 
2 5 
نلاحظ أن الجداء ۸8 غير معرفا. بينما الجذاء 8۸ معرفا حيث 
16 11 3 2 
5 4 
Β.Α - 4 1 ۰ Ξ 17 22‏ 
]2 1 
2x2 2 29‏ 2 5 


3χ2 
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أمثلة اقتصادية ؛ 
ات شرب شعاع في شعاع 0 


اذا كانت حجم المبیعات لاحدى الشركات خلال السنة μμ λος‏ 
pe‏ معطى نواع من 


š بالشعاع‎ 
χ- [56 26 e] 


و كانت الأسعار المقابلة لکل سلعة ممثلة في الشعاع : 


XP aat dols gi‏ هو عبارة عن قيمة المبيعات لهذه الشركة خلال السنة t‏ من السلع 


x. - [58 26 e] s ο Ε [58 1+ 26.2 + 8.3 | = [134] 


134 = 3 
نلاحظ أن الجذاء PX‏ أيضا معرفا و هو عبارة عن مصفوفة من الدرجة 3 × 3 غير أن عناصسسر 
المصفوفة الجديدة هي بدون معنى من الناحية الاقتصادية . 
ب - صرب شعاع في مصفوفة : 


191 كانت siat kaa)‏ التالية حول مبيعات احدى الشركات لثلاثة أنواع من الس-عع 
οσα κ‏ ) في ثلاثة نقاط للبيع خلال سنة مخعيثة : 





| اط البييع| 
SN GERM ΓΕ‏ كيج مس 
| | | | 
اسم سس — 
| | ] | 
| 8 | 26 | 58 | 1 | 
1:2 | 58 | 52 | 11 | 
I 1 | 3 | °‏ 111 
l l‏ | 
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أما الأسعار المقابلة لکل نوع من أنواع السلع الثلاثة فهي معطاة بالشعاع : 


ان الجذاء ΑΡ‏ هو عبارة عن مصفوفة جديدة من الدرجة 3×1ء عناضرها تعبر عن —¿ 
المبیعات السنوية من السلع الثلاثة في احدى نقاط البيع. 


58 52 1] [1 [58.1 + 52.2 + 3 [165 


ΑΡ -|26 5 3. 2 |= 126.19 58.2. 3.3 = 151 
8: 12 9 3 8.1 + 12.2 + 9.3 59 


ان العنصر165 = αι‏ هو عبارة عن قيمة المبيعات السنوية من السلع الثلاثة في نقطة 
البيع À‏ و العنصر 151 = apy‏ عبارة عن قيمة المبیعات السنوية من السلع الثلاثة في 
نقطة B <J‏ »و 59 = روة هو قيمة المبيعات السنوية من السلع الثلاثة في نقطة 
البيع © . نفس هذه النتائج يمكن الحصول عليها عن طريق الجذاء ۶'۸ . 


58 26 8 
P'A 3 E 3 3]: 52 58 3 -μ55 151 59] 
1 3 9 


يلاحظ أن الجذاء PA‏ غير معرف» بينما الجذاء ΑΡ‏ معرف غير أن عناصر هذا الجذاء 
ليس لها تفسير اقتصادي. 

ج ‏ ضرب مصفوفة في مصفوفة : 

اذا كانت lga‏ المنتجات النصاعية ر۴ . ,۰۴ Τη (B, eB,‏ ر1 Tj e‏ ترتب بط 
تكنولوجيا وفقا لما يلي : من أجل انتاج القطع Ej «Ἐρ‏ يجب استخدام القطع B,‏ » ر8 
و لانتاج القطع B,‏ « 8 بدورها يجب استخدام قطع أخرى وآ + Τῃ «Τρ‏ الكميات اللازمة 


ممثلة في الجدولان 1 و 2. 
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افو لے 
ا اس جا | 

| gl 
Ë < j Bio Pê 
| | | | 
ME 
ا وڈ‎ 
I | | | 
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و المطلوب ο‏ هو تحديد عدد القطع اللازمة من (To‏ رآ ΤΙ‏ لانتاج قطعة واحدة من ۳و ر۴ . 


: توضيح معطيات هذا المثال يمكننا الاستعانة بالرسم التالي‎ uè 


سو 


[---] 


الحل بدون اللجوء الی المصفوفات : 


1- من الجدول الأول يمكننا 


أن كت : 


2 ئن الحدول 1231 كفا أن بب z‏ 


ومنه : 31η)‏ + ج01 + 1 
3Tə)‏ + ر0۳ + 1 
و آخیرا ass‏ على : 


3) + 3 ( 1T 


3) + 4 ( 1T 


32 


و01 + 


و3 + 


1T, + OT 


1T, + OT 


+ 3B 


+ 7 


6T 
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و 2 قطلع‎ T, يجب استخدام 7 قطع من‎ Ej هكذا يعني أنه لكي يتم انتاج وحدة واحدة من‎ 

من وو 9 قطع من وا 

و لانتاج وحدة واحدة من E,‏ يجب استخدام 6 قطع من 1و قطعة واحدة من ر1 و 12 قطعة 

-T3 من‎ 

نستخدم الأن المصفوفات : 


من الجدول الأول يمكننا أن نكتب : Γει ἶ 8 B,‏ 


من الجدول الثاني یمکٹنا أن نکتب : 


Ta 
B 2 1 0 
1 
5 T, 
B, 1 0 3 
Τ 
3 
μα. 
T, Si 
E, 2 3 2 1 0 7 2 9 
= ñ T = T, 
E 1 á 1 0 Š 6 1 12 
2 T T 
3 3 
ΕΙ f 7T, + 2Τ2 + و97‎ 
E» ر61‎ + 1T, + و127‎ 
E, 8 7T, + و97 + و27‎ š بالتالي‎ 9 
E; 6T, 4 1Τ2 4 و121‎ 


7-2« خعدائص الضرب في المصفوفات : 
1 الضرب تجميعي في المصفوفات : (AB) C = A (BC)‏ 


البرھان : 


K = [δις | B= [οκ] @ = لتكن لدیذا المصفوفات : [وہ]‎ 
l m.n nË L. p-q 
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P 
> b.k °k; | ` BC cal وبا‎ 
k =1 
n Ρ 
3 ais ) bk sj) | = A (96) : اذا‎ 
5-1 k=1 
(AB) C = A (BC) : و یر ا التب إن‎ 
و بنفس الطريقة یمکن البرهان على صحة هذه الخاصية في حالة أكثر من ثلاثة مصفوفات‎ 
(ABC)D=A (BC D) £ مشلا‎ 


(A 8:6 Dy H = Á (B C D: H) 


مثال : اذا كانت لدينا المصفوفات : 


T Ὁ 
L تج‎ Ὁ 4 2 0 
3 1 E 1 2 
A = 1 0 2 2|B- Kass D= 1 2 
1 ο 18 [1 
2 1 ο 4 2 2 
2 2 
(ABC) D =A (BCD) : أن‎ asis 
:۸ 8 © تقوم ]19 بحساب الجذاء‎ 
1 3 + 
ji 2 ᾱ 1 کے‎ 3 Uz 19 13 32 
ABE ell Ὁ 5 2 Ἢ. 7 20 
9’ ἡ; ا 4 ا‎ πό EE 39 | 
5 3x4 | 14.2 - کت‎ 


(Α B ϱ) و الان تحبتب:8‎ 


115 
73 54 
143 104 


نقوم الآن بحساب الطرف الثاني 


نقوم أولا بحساب الجذاء 


10 


20 


= 73 54 


143 104 


= (ΑΒ Ç). D + Glass و آخغیرا‎ 


2 0 
L Z = 
2 Ὁ 3x2 
(B C D) 
(B: C D) 
2 
2 
a η. 1. 
L 
22 2 
15 40 
25 20 
7 6 
22 16 
90 
54 
104 


2- الضرب: توزيعي في المضفوقات : 


أي اذا كانت A‏ مصفوفة متوافقة للضرب مع المصفوفتين © و8 فان : 


البرهان : 


131 كاعت الديها : 


3x3 


> À 


A 
با‎ 


N 
N 


AB + AC 
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19 
(A B C) D=| 17 7 


26 13 


(B.G Dy = 


D 


4x2 


1 
A. CB. C B) =] Z 


2 


A (B C D) 


A (B + C) 
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A (B +C) = [ax] [s + > | Ξ 2 aik (by; + Skj? 


n n 


n 
2. (ak Pej + ik qj) | > > ask يرط‎ D a Skj 
k=1 


k=1 k=1 


1 


ا 
w‏ 
Ν‏ 
x‏ 
i‏ 
w‏ 
. 
x 5‏ 
= 
ا 
> 
w‏ 
+ 
Š‏ 


و يمكن تعميم هذه الخاصية في حالة أكثر من ثلاثة مصفوفات. 


ذال z‏ 131 كانت ای ینتا : 


> 
© 


0 

" 

5 1 
=> N 
ص‎ 
tapii ١ 


لتتحقق من أن : Ας‏ 


" 
> 
w Wn 


Ë aë = : 8 +0 نحسب أولا‎ 


A (عب8)‎ :A(B+C) شم‎ 


| 

! 

| 

ا - 
تر 
| 


u —— 
N ° 
N w 
kuu s ا‎ : EEE | لن ےا‎ 
" 
Γ 1 ت‎ | Γ----- E 
o o 
ω σν 


8 ا 27 
الآن نحسب 88 : 5 
ο‏ و 
8 4 4 ات ο‏ 2 
كم AC = 5 AC‏ 
L 2 5 2‏ 3 1 
22 2 
و أخيرا = AB + AC‏ 
لے É‏ 


A (B+C) = =AB + و بالتالي : عه‎ 


+ 
T I 
[51 δ» 
N œ 
ᾱ----------- 
" 
Τα ο 
° o o = D 
| 
o ω ات‎ = N 
خخ‎ | EY | سا اتسنا لا‎ & 


36 


http://www.opu-lu.cerist.dz 
hego شوافقة‎ balal :كد" و كايت: 1 مصفوقة‎ ἃς μη] مصقوقة من‎ A کاش‎ 141 3 


& T Z E aa : بالنسبة للضرب فان‎ 


أي أن المصغوفة الأحادية 1 تقوم مقام العدد 1 في الجبر العادي. 


ΣΦ 3 
À = : کاش‎ 1.315 δα 
ο y 
8 تا‎ Ὁ. Ὁ 
2 4 3 2 ἃ 3 
مسا‎ t ἃ جس‎ 1 pie ΠΡ 
2x3 3 0.3 جا رو و‎ 
۵ 1 ο ο 1 
3 
1 ο [i ἃ 3 [1 4 3 
Ë Ñ = 2 Ξ + أن‎ Les 
223 |o 1 L B -ᾱ 1 5 7 = 


4 اذا كانت A‏ مصفوفة من الدرجة man‏ و كانت yp‏ ر0 مصفوفة صفرية متوافقة مع A‏ 
μοι‏ 'للشربه فان τ‏ 


2 2 
0 0 0 ο 
A= 4 6|١ “انيت ؛ ے‎ 131 Σο 
0 ο 0 O 
-ᾱ 1 
2 2 0 ο ο 
0ο 0ο ο ο - 
Α 0 = 4 6 5 Ξ ο Ὁ فان : تا‎ 
32 "23 0 ο 0 0 x 
ω Ë 0 ο 8 
: 3x3 


و كذلك اذا كانت A‏ مصفوفة من الدرجة mxn‏ و كانت O‏ مصفوفة صفرية من الدرجة pxm‏ 


قاي 1 = 

فان p.m ` Aan ση‏ ما 

O= 0 0 A=| 4 6 + sis 131 z مکال‎ 
0 ο ان‎ 
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ο ο ο 2 2 0 ο 
043 ^32 = ο ο ο 4 6 a تا‎ ο فان‎ 
ο ο ο 7 1] [ο οἱ 3⁄2 
: الضرب في المصفوفات‎ idas حول‎ ¿la ملاحظات‎ -8-2 
: عملية الضرب في المصفوفات ليست تبديلية بصفة عامة أي‎ 1 
AB عد‎ BA 


و يمكن التحقق من ذلك من:خلال المثال التالي : 








Ὁ 5 6‏ :و 
131 كاحت لديذا + A= B=‏ 
8 7 3.4 
[ιο 22] Μη‏ ]34 23[ 
AB=‏ بينما : - ΒΑ‏ 
50 43 46 31 
هناك حالات تتحقق فيها المساواة ΑΒ - ΒΑ‏ 
[τα [2 1‏ 
مقلا :: 141 esis‏ لديدا = A = B‏ 
ο 2‏ 1 0 
ب 2 ä‏ .2[ 
فان : = ۸8 و كذلك = BA‏ 
ο 2 ο 2‏ 





في هذه الحالة يقال أن المصفوفتان تبادليتان. و نجد أن المساواة AB = BA‏ دوما محققة 
بالنسبة للمصفوفات القطرية. 


فاذا كانت لدينا : 1 = Ë‏ 1 وچ 


p 
σ 
0 


ο : فان‎ 


و تجدر الاشارة أن الجذاءان ΑΒ‏ و ΒΑ‏ لهما وجود في أن واحد فقط في حالة os‏ 
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المصفوفتان 8 و B‏ مربعتان و من نفس الدرجة ٠‏ 


2 اذا كان الجذاء AB = O‏ فانه لا يعني بالضرورة أن 0 - ھ أو 0 - 8 


1 .2 š 0 
Α = Ka : فكلا > اذا کایت:‎ 
2 4 51. “ᾱ 
ο ο 
B 0 حين أن0 76د ۸ و‎ AB = : فان الجذاء‎ 
Š ο ο 


3 اذا كان ع8 = ΑΒ‏ فهذا Y‏ يعني بالضرورة τω‏ © - 8 


z اذ گانت:‎ : Wa 


O 2 1 αι 2‏ 1 4 1 2 وت ل 
¿L L‏ « $ ات Ë. 2 34 1 1 W‏ قب ¥ 2¿ - A‏ 
Ὁ‏ 2ے 5ے 28 2 "ασ αι‏ 1 3- 4 
Ὁ ἃ‏ ]کی فيه 
ΑΒ - £ 245 0.5‏ 
Ὁ 5‏ 15 3 
G l‏ کے کہ 
و كذلك 5ے 0 115 | = AG‏ 
-Ἡ 15 0: 25‏ 


في حين أن © = 8 
εν 9-2‏ مصفوفة : 


من شرط توافق مصفوفتين للضرب نجد أن المصفوفة تكون متوافقة مع نفسها بالنسبة للضرب 
اذا وفقط اذا كانت هذه المصفوفة مربعة . 


عشي πώς κ‏ و قمع ا 5 -A‏ 
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10-2 حالات خاصة لقوى المصفوفة : 
1 اذا رفعت مصفوفة الى قوة ما و لتكن "۸ حيث n‏ عدد صحيح وکانت 0 = "۸ نقول أن 
الصقوفة عديمة القوى من المرتبة n‏ 


1+ 2 5 
A= 12 4 8 : فمثلا المصفوفة‎ 
L -α کے‎ 
1. 2 $ 1 2 B| Jo ο 0 
A = |2 410 2 410|]- O ο οἱ : أن‎ > 
لت‎ 5 1.1 Sj ]8 ο ο 


نقول في هذه الحالة أن المصفوفة A‏ عديمة القوى من المرتبة 2 . 


1 Ji 3 
B = 5 2 6 : أما بالنسبة للمصفوفة‎ 
Ἔν) «ἣν, ف‎ 


فهي مصفوفة عديمة القوى من المرتبة 3 . 








L ἡ پا ہے‎ .ᾱ. 3 ο ο οἱ 
Re |s 3 Ἐν 2 sals 3 3 : لان‎ 
οὗ کے‎ οί Ὁ او‎ ka ᾱ .ΑἹ 
ο ο ο را‎ 1 3 [ο ο οἱ 
BBB | 4 3 δις 2 εἰ-|ο ο ο ΠΝ 
ᾱ ων ajla α لق‎ Lo د‎ o 


2- اذا رفعت المصفوفة ۸ الى قوى 2 و بقيت المصفوفة ۸ على حالها و لم تتغير أي أن : 


. و والدالى فان + 4 وو گنلک 2 4-۸ كول عن هذه المسفوفة نها مضفوفة عقيمة‎ A25. ñ 


: فوفة‎ | Vaš 


_4 
4 
- s 


ہت 
3 


ہے 
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2 
A فا‎ 153. 
1 


اذا المصفوفة 8 عقيمة. 
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تماریسسن : 


1« 101 كانت لديك العسفوفات القالية ; 


3 L 3 0 8 1 5 3 
À = 4 3 7 | 8 آتے‎ 1 8 4 G= پت‎ 6 
£ 2 3 1 δν αἲ 3 4 


: أوجد المصفوفات الآتية اذا أمكن‎ 
Á +Ë 8 AGA; B 56C 


ς 


131 تتت ؟ 
ماذا تستنتج S‏ 


2« آذآ كانت لديك المصفوفاك. ؛ 


1 0 «1 0 1 L 0 0 4 
A = 2 1 3] Bajet 2 1| © -2 2 0 
4 4 0 0 0 1 0 0 4 


: أحسب العصفقوفات: التالية‎ 1 
K+ ا8‎ + G ¿+ K a (B EO , (Á = B) = C 


ماذا تلاحظ ؟ 
با أحسب: المصفوفات الدالية : A-B;B-C;A+B-C‏ 


3 اذا كانت لدیدا بیانات حول مبيعات احدى الشركات التجارية خلال الفصول الأربعة من 
السنة في ثلاثة نقاط للبيع. 
حيث تمثل كل مصفوفة من المصفوفات التالية حجم المبيعات ل 3 أنواع من السلع ( الأعمدة ) 
خلال كل فصل من فصول السنة الأربعة ( الأسطر ). 


17 4 12 


6 4 B 
_ 08۷ 
20 5 10 1 4 s رم‎ t= 
10 5 15 4 
να نقظة‎ 7 6 
20 5 
10 5 10 
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المطلوب 1 بین في مصفوفة جديدة اجمالي مبيعات الشركة في نقاط البيع الثلاثة ια»‏ 


لانواع السلع و فصول السنة . 


2 أعد تشكيل المصفوفات الثلاثة المعطاة في ثلاثة مصفوفات أخرى لتدل كل 


مصفوفة على حصيلة مبیعات الشركة لكل نوع من أنواع السلع الثلاثة خلال 


الفصول الأربعة. 


3 أعد تشكيل المصفوفات الثلاثة المعطاة في أربعة مصفوفات أخرى لتدل ككل 
مصفوفة على حصيلة مبيعات الشركة من السلع الثلاثة وفقا لكل فصل من فصول 


السنة الأربعة. 


: لنفترض أنه لدينا مصفوفتان‎ -ᾱ 


780 210 f 
240 90 المصفوفة الأولى‎ 
120 590 


عناصرها عبارة عن حجم منتجات کل دولة 


450 
1050 


1500 


( حسب الأسطر ) من الدول ο ο‏ أنواع 


من الخامات ) حسب الأعمدة ). المعطيات خاصة بالسئة 1980. 


و مصفوفة أخرى : 


220 910 
المصفوفة الثانية 290 580 
I‏ 600 830 


520 
1080 


1460 


أيضا عناصرها عبارة عن حجم المنتجات لکل دولة من الدول الثلاثة لثلاثة أنواع من الخامات. 


المعطيات خاصة بالسنة 1985. 


المطلوب : حساب مصغوفة الزيادة المطلقة للانتاج بين الفترتين 1980 1985 مع التعليق 
الاقتصادي على عناصر المصفوفة الجديدة aaj “ ajg‏ > ووة . 
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5 لنفترض أن لاحدى الشركات 4 نقاط للبيع في سنة 1987 و تقوم بتسويق 3 أنواع من 


المنتجات و كانت حجم المبيعات من المنتجات الثلاثة وفقا لكل نقطة بيع مبينة في 


المصغوفة الثالية + 


30 
15 


19 


13 


في سنة 1988 أصبح للشركة 6 نقاط بيع و أصبحت تسوق 4 أنواع من المنتجات كما هو مبين 


فی المصفوفة التالية : 


10 


10 


15 


16 


40 


50 


14 


26 


18 


32 
18 
15 
20 


15 


المطلوب : 1 حساب اجمالي مبيعات الشركة خلال السنتين 1987 و 1988 وفقا لكل نقطة 


, بيعولكل نوع من أنواع المنتجات ( في شكل مصفوفة ). 


2 حساب الزيادة المطلقة التي حصلت في حجم المبيعات خلال السنتان 1987 
و 1988 وفقا لكل نقطة بيع و لكل نوع من أنواع المنتجات ( في شكل مصفوفة ). 
مع التعليق الاقتصادي على عذاصر المصفوفة الجديدة 3η,‏ » 826 


6 اذا كانت لديك المصفوفات التالية : 


اڪس الجداء ات ΠΟΙ‏ - 


ΑΒ 


AC 


CB 
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J. Ὁ ο ο 1 1 ο: ο 4 
Aa Ng 1 SH Rae a Ὁ απ ξι 2 v 
4 ο. ο 0 0 1 ο 0 4 
ماذا تستنتج ؟‎ BA ٠ ΑΒ : أحسب الجذاءات‎ -1 
2A - 38 + ول‎ ο : أحسب المصفوفة‎ -2 
(AB) C = A (BC) : من أن‎ οἷο 3 
A (B + C) = AB + تأكد أن : عم‎ 4 
2 Ὁ Ὁ ο απ ΠΗ 
(A + B)“ = A“ + ΑΒ + ΒΑ + 8 : تأكد من صحة المتطابقة‎ 5 
: اذا كانت لديك المصفوفتان‎ 8 
ا‎ Ὢ 5 8 9ے‎ Ὦ 
ñ= |9 4- 6 Έτ 3 3 
îi Ὁ قن‎ la « a 


أحسب المصفوفات التالیة - a?‏ 
2 


ماذا تلاحظ ؟ 


~ 8 ماذا تلاحظ ؟ 


9 اذا كانت لديك المصفوفتان : 


2 
X‏ 2 
B =‏ تن | Α-‏ 
κ‏ #1 
ΝΩΕ‏ 
أحسب المصفوفات : - 4 ماذا تستنتج ؟ 
B°‏ 
AB -‏ 
ΒΑ _‏ 
0۔ اذا علمت أنه من أجل انتاج المنتجات ۴ و E2‏ يجب استخدام المستلزمات 
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و من أجل انتاج هذه المستلزمات بدورھا يجب‎ B, xB, ) h isad مق‎ 
الكميات اللازمة‎ T. C T, ٠ T, ) أخرى ) من المرتبة الثانية‎ ολοι 3 استخدام‎ 


موضحة في الجدولان التاليان : 





| | مستلزمات من الموتية الذاتية | مستلزمات | | مسطلزمات من الدرجة الأولى‎ | 
Ea aU TO h P WE. απ. ο 
سد‎ S ان ےی ھللا‎ ۲ 
ον άν wasa u ημων ην 
| Z ` | || | | | | 
e νά, ενα 
᾿Ξ ΠΕΡΊ ΘΝ Ἢ σα ισα 
| | | | [| | | | | 


و المطلوب تحديد كمية المستلزمات من المرتبة الثانية T,‏ + ر1 « Τα‏ اللازمة لانتاج 

وحدة واحدة من کل من المنتوجين : E» 9 Ει‏ . 

1- اذا کان الرسم التالي يمثل العلاقة التكنولوجية بين ثلاثة أنواع من المنتجات في شكلها 
النهائي ۸ ٭ Ag «Αρ‏ من جهة و مستلزمات الانتاج من المرتبة الأولى ,0 DaDa‏ 


من سو 02345 و سكلومات εαν‏ من «Τι wabi isdi‏ وه ε‏ ہلا 





1 أكتب مصفوفة العلاقات المقابلة لهذا الشكل البياني. 


2 حدد عدد المستلزمات من المرتبة الثانية ( T,‏ « ر1 › T, © Ts‏ )الآزمة 


لانتاج قطعة واحدة من كل من المنتجات النهاكية Ας «ΑΙ‏ و4 . 


2 اذا كانت الكميات المباعة من 3 أنواع من السلع في ثلاثة آسواق معطاة في المصفوفة 
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القالية : 


حيث تمثل السطور أسواق البيع و الأعمدة أنواع السلع و كانت الأسعار المقابلة لكل سلعة 


معطاة في الشعاع التالي z‏ 


المطلوب : 1 تحديد قيمة المبيعات من كل سلعة عبر الأسواق الثلاثة . 


2- اجمالي المبيعات من السلع الثلاثة في الأسواق الثلاثة . 


3 اذا كانت لديك المصفوفتان : 


2 4 
2 2 
A= |-2 1 B = 
لے‎ 3 
3 2 
2 
Β اخس الج( اق + ے‎ 
B3 S 
؟‎ =s ماذا‎ a? 
: 4۔ اذا كانت لديك المصفوفتان‎ 
Cost Sint Cost Sint 
A= B = 
- Sint Cost Sint - Cost 


2A - 3B « Β «< AĈ < BA : AB : أحسب الجداءات التالية‎ 
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الفصل الذالث : المحددات 


1-3 مفهوم المحدد : 


: هو عبارة عن‎ Α - 821 822 ee 8ος $ ان محدد المصفوفة‎ 
aal وہ8‎ ahn 
ayp T وي‎ ig 
ΙΑ| = 821 2. °“ ہوة‎ 
ahl . n2 ahn 


اذا فالمحدد يعرف على أنه مجموعة من الأرقام مرتبة في شكل صفوف و أعمدة على شكل > — 
يحده خطين رأسيين تكون عدد السطور فيه مساوية لعدد الأعمدة. 

المحدد يكون معرفا فقط بالنسبة للمصفوفات المربعة. 

بخلاف المصفوفة فان للمحدد قيمة معينة يتم الحصول عليها بعد عملية فك المحدد أو حساب 
قيمته . و قبل الشروع في شرح كيفية حساب قيمة المحددات نتعرف أولا على مفهومين أساسين 
في عملية الفك. 


1 المحدد الصغير Mij‏ 


ان المحدد الصغير للعنصر aij‏ هو المحدد الصغير الذي سنرمز له ب Mij‏ 9 الذي سنحصل 


عليه من المحدد الكبير |۸| و ذلك بعد حذف عناصر السطر i‏ وعناصر العمود j‏ . 
فاذا كانت المصفوفة المربعة A‏ من الدرجة n‏ محددها |A|‏ وحذف منها السطز 1 
و العمود j‏ فاننا سنحصل على المحدد الصغير للعنصر 


و يرمز له Μη‏ 


ajj‏ ويكون من الدرجة 1 م 


مثال : اذا كان لدينا المحدد : 


αι 32 324‏ | = اذا 
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a23 

فان المحدد الصغير للعنصر 1 هو : ووه 
23 

و المحدد الصغير للعنص 812 هو: azi‏ 


و هكذا بالنسبة لبقية المحددات الصغيرة للعناصر الأخرى. 


2 المحدد المرافق : ση‏ 


i+j 7 :‏ 
ان المحدد المرافق للعنصر رة هو عبارة عن Cj = 0 1 Mij‏ 


+3 


13 812 
1313 كان لديدا المحدد : 323 "a‏ 
534 32 
فان المعددات المرافقة للعذاصر 211 و 8109 هي : 
8 
8 8 23 
23 21 1+2 سا کے 
À . αμ = (1) $‏ 
a33‏ 31 33 
2 4 3 
مثال : اذا كان لدينا المحدد : 5 3 καἲ‏ = 
3 2 1 


فان المحددات الصغيرة للعناصر ajl‏ © 


3 لات 


1 2 




















و المحددات المرافقة للعناصر aj‏ ' ورة “ ورة عي : 
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ملاحظة ١‏ ان المقدار 537 (1-) يفيد فقط في تحديد الاشارة فهو اما أن يكون 1+ اذا 
كان ` [+ذة زوجيا أو 1 اذا كان itj‏ فرديا. 


2-3 حساب قيمة المحددات : 
يمكننا أن نصادف أيضا مصطلح فك المحددات أو نشر المحددات و كلها تحمل معنى واحدا 
هو حساب قيمة المحددات. 

1 المحددات من الدرجة الثائیة : 

اذا كان المحدد من الدرجة 2 أي يحتوي على سطرين و عمودين فان قيمته تتحدد بجذاء عنصري 


القطر الرئيسي مطروحا منه جذاء العنصرين غير القطريين. 


812 811 
فاذا کان لدينا المحدد : Afe‏ 
822 821 
فان حسابه یتم وفقا لما يلي : 821 ٠‏ ورھ - 400" |A] = aj)‏ 
8" 3 
کال Ιλ‏ کانت لدیدا المصفوفة £ = A‏ فان : 
3 1 
3 7 
219 = لقت قم د 5 ΙΙ‏ 
| لت 


و تجدر الاشارة أن كلمة محدد يمكن أن تعني الكتابة كما يمكن أن تعني قيمته 








1 3 i 
x19 أي‎ 


ملاحظة ؛ اذا كانت المصفوفة تحتوي على pass‏ واحد فان قيمه محدد هذه المصفوفة هو 
العنصر نفسه. 


+ کاخ‎ 131 Wa 
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: المحدداث من الدرجة الثالثة‎ -2 

ابتداء من المحددات من الدرجة الثالثة نبدأ باللجوء الى استخدام المحددات المرافقة 

ος 

ij 

فك المحددات من الدرجة الثالثة يمكن أن يتم وفقا لأي عمود أو لأي سطر. 


فاذا كانت لدينا المصفوفة : 


811 aiz ag 
A= | αι 32 ور‎ 
331 Ῥω. وچ‎ 


فان عملية الفك یمکن أن تتم : 


1 وفقا للسطر الأول و بالتالي š‏ ور و + وہ ويه + Cii‏ 11 = ۸ 


1421322 1+3 چو lêz‏ 12 32 .13922 111 
(1-) وية+ )1-( ورھ + )1-( 811 = ۸ 


وو 1 ας‏ رو 339 ييه 


ب ۔ وفقا للسطر الثاني و بالتالي : ور ἄγη‏ + ,وو 322 + رو IAI = a21‏ 


a a a a a a 

12 11 3-) - 13 11 1)2+2-( ج 18 12 1)2+1-( ے۸ 
a 22 a a 23 a a‏ 8 21 

32 99 91 “338 91 2 

ج-وفقا للسطر الثالث و بالتالي Cag E‏ ووه + ويك وية + C3]‏ وة = ۸۱ا 
a‏ 8 8 8 8 

|Α| - δα ووه + 13“ 12| 1+ڈررے‎ (1)32 11 3 TM (098 11 2 
äpy ϐ a a a a 

22: 28 21. “28 21 22 


يمكن اتبعاع نفس الطريقة للفك وفقا لأي عمود. 
1 وفقا للعمود الأول و بالتالي : aag Car‏ + ہو 
2 وفقا للعمود الثاني و بالتالي 5 Ci‏ 


وو ومة + C22‏ ووة + ῃ2‏ ورھ - 


3 وفقا للعمود الثالث و بالتالي : وو ومة + a23 (ρα‏ + ور 81 = 
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k @ 3 
|A| = J 1 2 : ,لديا المحدد‎ U 13; مدال‎ 
2 ἃ لك‎ 


و اخترتا نشر هذا المحدد وفقا للسطر الأول فان : 


|A| = a1 °11 * ā12 وگ ورڈ + ورگ‎ 


1+1 1+2 


= 1, (-1) + 4 )-1( 


3 -1 




















1 (-1-6) - 4 (1-4) - 3 (-3 -2) = 20 


أما اذا اخترنا النشر وفقا للعمود الثالث فان : 


C23 + 833 C33‏ ووھ + ag Cig‏ = اذا 


1+3 2+3 |! 


= -3 (-1) + 2(-1) 




















3 
= 15 + 10 - 5 = 20 


ملاحظة ؛ ان حرية اختیار أي سطر و أي عمود عند حساب قيمة المحدد تسمح لذا باختيار 


السطر أو العمود الذي يحتوي على أكبر عدد من الأصفار” ( اذا وجد ) و ذلك لاختصار 
العملياك الحتابیة: 


2.7 3 
اما‎ |o ο 3 ο μοι 
ία. αἱ «6 
5 . فانه ينبغي اختيار النشر وفقا للسطر الثاني‎ 
7 
[αἱ =0 + 0 + αμ S = 29 
Jä 








و تجدر الاشارة الى أن هناك طريقة أخرى لحساب المحددات من الدرجة 3ء تتمثل قي 
امكانية زيادة العمودين الأول و الثاني ليصبحا العمودين الرابع و الخامس على التوالي 
I‏ ثم اجراء عملية الحساب وفقا لمايلي : 
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لدیٹا 
ᾱ ο‏ 1 
IA] = Ë 1. 2‏ 
al‏ 3 2 


—N xx Z 
AS 


(1.1.1) + (4.2.2) + 


Casa]. £ 9 1.97 ع‎ LES] κ (4..1..1}] 


Ξ 20 


3 المحددات من الدرجة en‏ 


ان حساب قيمة المحددات بالنشر وفقا لاحد الأسطر أو أحد الأعمدة هي طريقة صحيحة لحساب 


جميع المحددات مهما كانت درجتها. 
ففی الحالة العامةء أي عندما يكون المحدد من الدرجة n‏ فانه يمكننا أن نكتب : 


n ` `‏ 
νά‏ لت ١‏ 57 ]11 5 
_ النشر وفقا لعناصر السطر 1 : اہلاا )1-( ہے > = [ΔΙ‏ 
j=1‏ 
n‏ 
: سو 7 i+j‏ 
- النشر.وفقا لعداصر العمود j‏ + الا 1 )1-( ajj‏ > = ۸۱ 
151 


و یلاحظ في هذه الطريقة أنها تنطوي على عمليات حسابية طويلة خاصة عندما نكون أمام 
esas‏ من رج عالية . و لنرى مثلا كيفية حساب قيمة محدد من الدرجة 4 وفقا لهذه 
1315 كان لدينا : 


ΙΑΙ = 
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و لنجري عملية النشر وفقا للعمود الأول مثلا : 


1 6 1 2.1 2 2-1 2 

رع δα‏ مو “مت او 5.3 Al zê‏ 
TE ΡΝ‏ اق ےج 

2-1 2 

κα 11 6 i 

5-3 5 


لقد حصلنا على أربعة محددات من الدرجة 3« سنقوم بفك هذه المحددات بدورها الى محددات 



































من ο, epik‏ 
1 6 1 
1 2 8 5 3 
ا + سی ا B haig‏ کے 
5 - 2.1 ك2 
2.1 3 
و نفك المحدد الثاني وفقا للعمود الأول : 
Ὁ‏ تے 2 
2 5 3 
ED 55} δη,‏ 0" وی وی قے s‏ 
FEl 2.1 3 5‏ 
لئے 3 7 
و نفك المحدد الثالث وفقا للعمود الأول : 
2 كل 2 
ag 12‏ 5 
TLE‏ 52 4 خر و یا ς 39 s‏ 
ME 2.1 5 5‏ 
3 2 کے 
و نفك المحدد الرابع وفقا للعمود الأول : 
zi 2‏ 
2g‏ 22 61 
ریو 4 لو وک ρω‏ ہے δ‏ 1 
63 5 3 5 ےن 

















و الان يجب حساب قيمة كل هذه المحددات الصغيرة من الدرجة 2 و عددها 12 محددا. 
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eÍ مع العلم أنه في الحياة العملية يمكننا أن نصادف محددات من الدرجة 20 و‎ 

لحسن الحظ هناك طرق أخرى لحساب قيمة المحددات» هذه الطرق تعتمد على خصاكلص 

المحددات التي الم و عليها الآن. 

LN PE 3-3 

1 محدد منقول المصفوفة يساوي الى محدد المصفوفة الأصلية أي : |4| = |'4| 


فمثلا اذا كان : 


3 ὁ κ 
ΙΑΙ = لے ھا‎ 3.650 
2 3 لق‎ 
بے تپ‎ g 
ΙΑ] =Ë ا‎ Ἡ 8] 8 فان‎ 
3 2 کے‎ 


هذا يعني أنه اذا تحولت الأسطر الى أعمدة و الأعمدة الى آسطر في مصفوفة فان قيمة المحدد 
2 تتغير اشارة المحدد اذا بدلنا فيه مواقع سطرين أو عمودين. 


فمثلا : اذا كان : 


6 1 ο 
0ے رہ :3 ات اها‎ < 39 

& O ᾱ 

د 0 4 

3 1ے طم‎ = A ΝΡ 

6 1 ο 


3- اذا كانت جميع polis‏ السطر أو العمود مشتملة على حدين فان المحدد يمكن l‏ — 
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أي اذا کان لدینا : 


فانة يمكننا أن تكقب : 








211 812 + k 
821 822 + s 
11 312 
< 
321 π.δ 
3 2 3 1+1 
-1 6 = 2پ‎ 
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= اذا 


=„ اها 


4 محدد المصفوفة المثلثية الى أعلى أو الى أسفل يساوي الى جذاء عناصر القطر الرئيسي 


للمحدد : 


أي اذا كان لدينا : 


فان : 

822 ° an 
: كذلك اذا كان لدينا‎ 
: فان‎ 

٠ ΠΠ ۰۰۰‏ ووط 


مثال : اذا كان لدينا المحدد : 
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ai 
821 822. 0 
ani an2’ . ai 
bg Ὅροι »»» Big 
0 Bay; وت ممه‎ 
0 0 b 
nn 
2 0 0 
5 18 4 ο 
5 £ ai 


ΙΑ! = 
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8ه و دلت E‏ ۱۸۱ 


5 تنعدم 22 المحدد اذا تساوی أو تداسب فيه polis‏ سطرين أو عمودين. 


مثال -1- حالة تساوي سطرين : ( السطر الأول يساوي السطر الثالث ). 


1 2 8 
4 1 5 Ξ 0 
1 2 3 


مثال -ᾱ-‏ حالة تناسب سطرين : ( السطر الثاني هو ضعف السطر الأول ). 


1 2 3 
2 4 6 Ξ 0 
1 0 5 


6- اذا ضربت جميع عناصر أحد الأسطر أو أحد الأعمدة في عدد ما 0 # k‏ فان قيمة.المحدد 
تضرب بذلك العدد. 


مثال : اذا كان لدينا : 


لت 4 1 
Ξ 20‏ 2 1 
l‏ ۔ 3ے 2 


و ضربت جميع عناصر أحد الأسطر أو الأعمدة و لیکن العمود الأول في العدد 3« 
فان قيمة المحدد تضرب بذلك العدد. 


31 * 3 

Sk 1. 2 = 3.20 = 60 

3.2 k «ἆ 

من هذه الخاصية للمحددات يمكننا تسجیل نتيجتين : 


نتيجة 1 اذا كانت جميع polis‏ أحد الأسطر أو الأعمدة عبارة عن أصفار فان قيمة النيدد 
أيضا تساوي صفر. 
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نتيجة 2- اذا ضربت جميع عذاصر محدد من الدرجة n‏ بعدد ما0 k Æ‏ فان قيمة المحدد 
n‏ 


تضرب بذلك العدد مرفوعا الى قوة n‏ أي .K‏ 
3 4 1 
فمثلا بالنسبة للمحدد : 20= |2 3 لد 
oal‏ & 2 


7 لا تتغير قيمة المحدد اذا أضفنا الى عناصر أحد أسطره أو أعمدته كميات متذاسبة ممح 
عذاء# سطر آخر أو عمود آخر. 


+ aJ كان‎ 1815 


1 £ ف‎ 
141. = | بك‎ 1 2 Ξ 20 
2 J sb 


و أضفنا الى السطر الثاني ضعف السطر الأول أي 


| x á 5 £ “é -3 
ΑΙ - | يده‎ 1862. 6ἱ = |1 o اه‎ -20 
2 ᾱ 2- 8 کے‎ 


نظرا لأهمية هذه الخاصية في حساب قيمة المحددات من الدرجة n‏ كما سنرى فيما بعد 
فانذا سنقوم بالبرهان عليها : 


58 


http://www.opu-lu.cerist.dz 


اذا كانت لدينا المصفوفة : 


محددها هو : 


ΙΑ! = 


و أضفنا الى عناصر السطر الأول مضاعفات من ^ عناصر السطر الثاني لنحصل على مصفوفة 


: جديده‎ 
7 a+ X a, b, + A b, 
و‎ ba 
aj + λ 82 b, + À b; 
|B| = : محددها هو‎ 
Βρ و5‎ 
: طبقا للخاصية رقم -3 فانه يمكن كتابة هذا المحدد کالتالی‎ 
a, رط‎ λα, Àb, αι. b, a, وا‎ 
[8] = $ 5 2 
az Ὁ 80 by an 92 âz bo 


نلاحظ بأن المحدد الأخير المشروب في ^ يساوي صفر لأن فيه سطريان متساويان ( طبقۃ-ا 
للخاصية رم ے )و بالتالي نستنتج IBI το)‏ = لها . 

ان هذه الخاضية هامة جدا يمكن استخدامها في حساب قيمة المحددات و يتم ذلك عن طريق 
اضافة مضاعفات عناصر الأسطر الى عناصر الأسطر الآخری ( أو مضاعفات عناصر الأعمدة الى 
pelis‏ الأعمدة الأخرى ) بطريقة تسمح LJ‏ في الأخير الابقاء فقط على محدد من الدرجة 2 


أي نحول شكل المحدد من الدرجة n‏ الى : 


n‏ ہے وق ag ses‏ 312 وڈ 
Ὅθῃ‏ ہیر وق ۶ وره ور 8 
تم 2 δρ‏ ور n-1 aan = ΑΠ:‏ و8 ۰ agg‏ 0 9 
n‏ 1_مة aini ah-1 A 4-1 ,n-1‏ 9 9 9 
0٥ 0 0 8 8 8 8‏ 

n,n-1 nn n,n-1 nn 
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مثال -1 اذا كان لدینا المحدد : 


ο -2‏ لا 
21 17 8 
1 257 


1 3 2 
ο -7 5 
2 7 1 


y 3 2 
37 5 
Ü ہے‎ 5 = 1 = 21-5 16 
1 3 
0 x ὦ 








Jiz,‏ .2 1313 گان Τμ]‏ ؛ 


نقوم بجمع السطر الأول الى السطر الثاني ثم الى السطر الثالث و السطر الرابع لنحصل على: 


لے لات لت .له 
2 اهلك Ὁ.‏ 0 
سے 0 Ὁ: Z‏ 


0 فك ’2 0 


نجمع السطر الثالث الى السطر الثاني ( لكي نحول العنضر ررة الى عدد لا يساوي صفر ) 


لنحصل على : 
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L ο: κ ως 


ϱ ο ہے‎ 0 


نضرب السطر الثاني في (1-) و نجمع الى السطر الثالث و السطر الرابع لنحصل على : 


16 - )8.0( 2ن 








وفقا للخاصية رقم 4 ( محدد المصفوفة المثلشية الى أعلى أو الى أسفل يساوي الى جذاء 
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polis‏ قطرها الرئيسي ) فانه يمكنذا تحويل شكل المحدد باستخدام الخاصية رقم -7 الى الشكل 


: التالى‎ 
B ty πᾳ ند‎ Bin 
8 οι “ 80» n1 ax 
ἐπ 333 anl as 
° s ° âhn-1,n-1 an-1,n 
0 0 0 0 سے‎ 
الذي قيمته تساوي‎ 9 
lA] = a1 ° 22 ° ووة‎ ° °°° ° 4-1, n-1 ` n 


مثال : اذا كان لدينا المحدد : 


1 3 g 
اها‎ = & 13} δὶ 
Ὁ g 3 


نضرب السطر الأول في )8-( و نجمعه الى السطر الثانيء ثم نضرب السطر الأول في )02( 
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و نجضع الى 'السظر ο‏ تحصل على t‏ 


2 3 1 
5 7 
في :1 0 


| 3 2 
OOE δη ο i. تھے‎ SU Q ys 
7 
ο فوف8‎ 


ملاحظة 1 ١‏ من أجل تحويل شكل المحدد الى محدد لمصفوفة مثلشية الى أعلى ‏ كما فعلنا في 


المثال السابق ‏ أي الى محدد حيث : 


TJ 1---116 a... =O 

فانه ينبغي اتباع الخطوات التالية ( في حالة استخدام الأسطر ( : 

Js= -1‏ العنصر ,رة الى عنصر لا يساوي الصفر؛ © 2 I ajg‏ 
2 نحول بقية عناصر العمود الأول الى آصفار أي : 

0 ہق 

3 نحول العنصر ررة الى عنصر لا يساوي صفر؛ O‏ ررة ٠‏ 

4 نحول بقية polis‏ العمود الثاني و الواقعة أسفل العنصر ررة الى أصفار أي : 

© - یہ ۰00 = 42 = 32 


5 نحول العنصر a33‏ الى عنصر لا يساوي صفرء aj = O‏ ؟ 


6 نحول بقية عناصر العمود الثالث و الواقعة أسفل العنصر agg‏ الى أصفار أي : 


=a q = Ü‏ حم = ويه T‏ ور 


و هكذا الى اام رل λα‏ 
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ملاحظة 2 ؛ أثناء قیامنا بجمع مضاعفات سطر الى سطر آخر ) أو مضاعفات عمود الى عمود 
آخر ) يمكن أن نحصل على سطر ( أو عمود ) تكون جميع عناصره عبارة عن أصفارء 
كما يمكن مصادفة سطرين ( أو عمودين È‏ متساويين» نستنتج أن قيمة هذا المحدد 
معدومة - تساوي صفرہ و ذلك طبقا للخاصية رقم -5. 

4-3 جمع و طرح المحددات : 

على خلاف جمع و طرح المصفوفات فان جمع 9 طرح محددين له وجود حتى لو لم يكن المحددان 

من نفس الدرجة » لأن المحدد عبارة عن قيمة عددية . 


τ Ji‏ اذا قان لديا المحددان ؛ 


3 نه L‏ 
μαι 3, 2 = 20‏ ہے ھا 
ليه Ὁ.‏ +2 


[8 πι; 





فان : 4 = (16۔) + 20 = |8| + |A|‏ 


۱۸۱ - |B| = 20 - (-16) = 36 


gt‏ التعبير عن مجموع محددين بالكتابة |8+8| ( كذلك |A-B|‏ ) يجوز لأنه لا يمكن 
كتابة هذا المجموع داخل محدد واحد ‏ في شكل لوحة للأرقام ‏ كما هو الشأن بالنسبة للمصفوفات» 
فالجمع أو الطرح یتم فقط بالنسبة لقيمة هذين المحددين أي نكتب : 

lAl - IB] , اها‎ + IBI 
: لوت المحددات‎ 25-3 
ضرب المحددات له وجود حتى لو لم تكن هذه المحددات من نفس الدرجة + و ضرب المحددات‎ 
يتم سوى لقيمة هذه المحددات.‎ y 
|A| . |8| = |8| . ۱۸| : يلاحظ أن ضرب المحددات تبديلي‎ 


ففي حالة ما اذا كانت A‏ و B‏ مصفوفتان مريعتان و من نفس الدرجة فانه يمكننا أن نكتب: 
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مال + 141 كانت لتینا المسفرفات ؛ 


2 3 
8 - 
5 1 
8 30 
ΒΑ = : و بالتالی‎ 
27 103 
فاننا نجد‎ 
|B| = |B| . [A] = 14 


6-3- اشناق المحددات ؛ 


اذا كانت لدیذا مصفوفة مربعة من الدرجة n‏ 


0 


Ain (X) 


|AB| = |ΒΑ| 


= IBA] = اذا‎ 


عناصرها 


A (X) 


|AB| 
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۱۸۱ . IB] = |B| 


Ξ 
" 


,7= |۱۵8 ,2 = لها 


8 عبارة عن توابع ل X‏ أي $ 


fi% 


κ. fa (x) Fz (RI جم‎ Fan (X) 


2 (Χ) 


alal 
d X 


فان مشتق محدد هذه المصفوفة 





£, (X) 


۳ (X) 


هو عبارة عن n ¿s>‏ من المحددات نحصل —] 


بعد التعويض عن polis‏ أحد السطور ( آو الأعمدة ) في كل محدد بمشتقات العناصر المشكلة 


له. 


مثال : اذا كانت لدينا : 
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[x X+1 
Α- .ا‎ 2Χ1 
ο x 
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-6X 


5 + مرو‎ = Ú بو‎ Χ2 
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.اذا كدان: ἀκα)‏ الیعدد : 


1 أحسب قيمة المحددات الصغيرة للعذاصر 


2 أحسب قيمة المحددات المرافقة للعناصر 


: تماریسسن‎ 
1 2 3 
Á = 2 3 2 
1 2 2 


2 أحسب قيمة المحددات التالية : 
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- πον σα tagi رھ‎ 


۰ 333 ' 332 ' 312 


= اها 


Ic] = 2 


نلاحظ أن المحددان متساويان بالقيمة المطلقة كيف تفسر ذلك ؟ 


4 بناء على ما لاحظداہ في التمرين رقم 3 ماذا تتوقع بالنسبة للمحددين : 
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تأكد من ذلك. 
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5 اذا كان لديك : 


1 5 5 3 Z Ὁ 
گے 2 3 = ۸ا‎ IBI = 1! 3 5 ο 
6 2 55 = 2 3 -ᾱ 


1_ أحسب قيمة المحددين ΙΑ‏ و |8| ماذا تلاحظ + 


s خلاحظ‎ tóla 18٦| a A'I. آجسب‎ 2 


: اخس قيمة المحددين‎ «Ὁ 


1 6 4 3 لاف بات ا‎ ο 
2 8 5 4 لے‎ L -ι--ι 
3 8 7 5 al οἱ L at 
ο 7 T لے‎ l l I 
ماذا تلاحظ ؟‎ 


7 آحخست S.S‏ البیج8لاات الذالية" ؛ 


x 4 X X 1 x x2‏ تج 
Ὁ X 4 X 1 2 4‏ .2ے 
o. ἃ‏ وت 4 Xx x‏ 5 4 7 


t 3 1‏ ا 
ᾱ, Ὁ 2‏ 2 
Tt‏ 5 1 
يمكن كتابته كالتالي 1 
+ ع ANT EAT‏ 
9 بين أن المحدد : 3 2- 2-2 
A-A 5‏ 10 | يمكن کتابے على العکل٭التانی: 
AAI) (Ana 5 _4 6 À‏ 
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0 بین أن المحدد : 


aksh 
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يمكن كتابته على الشكل التالي : 12 + À‏ 10+ 03 _ 


1 بين صحة الخاصية التالیة : ان قيمة المحدد لا تتغير اذا أضفنا الى عناصر أحد الأعمدة 
( أو الأسطر ) مضاعف سطر آخر ( أو عمود آخر ). 


من خلال المحدد التالي 8 


مبيذا أن قيمة هذا المحدد : 


أ -لا تتغیر عندما نضيف الى السطر الأول مضاعفات من λ‏ السطر الثاني. 
ب- لا تتغير عندما نضيف الى العمود الأول مضاعفات من ۸ العمود الثالث. 


12- باستخدام الخاصة الواردة في التمرين 11 أحسب المحددات التالية : 


-2 


-2 


-ᾱ 


«ἃ 
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16 


12 


k Πα 

2 4 1 

8< 31 & >< ایا 
Š‏ 4 2 

£ ο و‎ 

2 8 2 

ο ο‏ 14 = اوها 
3 6 
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k 3‏ و 5 .18 13 و 
JA] =‏ = اعها 
4 8 7 6 17 ,31 29 & 5 
ὃ 6 1 4 1 4‏ جع ο‏ 
13 اسب اق اسسدات LII‏ 
ο ο ο 1 J © 0ϱ ο ο ο‏ 0 0 
ο ο ο ο 2 1 ji 2 ο ο ο ο‏ 
ὁ 5 b δ ϐ‏ 4 و 2 3 ο ο ο‏ 
= اوها TAR‏ 
Ὁ 3 £ 2 3 4 ο ο‏ نے Φα‏ :م 6 
κ 3 # 3 y 2 8 5»‏ .5 و 
ó 35.4 4 5 1 1 2 3 4 5 6‏ 
4- اذا كان لديك الطحددان : 
L ο 6‏ 
3 2 
Bí = |3 4 15‏ = !۸ 
Ñ 4‏ 
تو ê‏ 5 
أحسب ما يلي - IBI‏ + ۱۸۱ 
IBI -‏ - ۱۸۱ 
IBI -‏ . اها 
- اذا . ۱8۱ 
5 اذا كانت لديك المصفوفة : 
x3 ο‏ ٹر xa‏ 
x? 1 TX‏ 
Α =‏ 
xŠ‏ ہثر x χι‏ 
xai ο x χ‏ 


أوجد مشتق محدد هذه المصفوفة . 


6۔ أوجد مشتق محدد المصفوفة التالية : 


7 أوجد مشتق محددات المصفوفات التالية : 


ل 


2 xa x-1 1 
x3 B لے‎ gá x3 2X+ 5 
x241 X+1 χ2 χ 

22 x2_3 X+1 

ë εχ 0 2X+5 

X+1 5 -x? 
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الفصل الرابع τ‏ مقلوب المصفوفة ٠‏ 

1-4 مفهوم مقلوب المصفوفة : 

تحدثنا الى الآن عن جمع و طرح و ضرب المصفوفات L|‏ عملية القسمة فلم يرك عنها حديث» 
لأنه في جبر المصفوفات لا وجود لعملية قسمة مصفوفتين» و عملية القسمة ۸ : 8 نستعبس 
سا «αὶ Bial δω αι ας ὃν κ Me‏ 

ان مقلوب المصفوفة هام جدا و قليل من المسائل الاقتصادية التي نحلها بدون ο‏ الى 
حساب و استخدام مقلوب المصفوفة . نونح أهمية مقلوب المصفوفة من خلال المثال التالي : 
معروف أن الأسعار و الكميات من السلع المباعة تتحدد في السوت وفقا للعرشں و الطلب» 
لنفترش الان أن منحنى الطلب على السيارات في فترة زمنية معينة باحدىالدول say‏ 
وفقا للمعادلة : 1 

X, = 12000 - 0,2 X 


2 1 
حيث -Χι‏ بعر السيارةء X,‏ - الكمية المقابلة ( الكمية المطلوبة عند السعر X,‏ ) 
و ان منحنى العرض يتحدد وفقا للمعادلة : 
X, = 300 + 0,1 X, 5‏ 


لنبحث الآن عن الکمیاث و الأسعار التوازنية ( الكميات و الأسعار التي تتحدد عند μυ‏ 


العرض مع الطلب ). ان ذلك يتم. بواسطة حل المعادلتين : 


X, = 12000 - 0,2 X3 
χι = 300 + 1 X; 
+ عن طرق التعویش‎ ορ δι! پیکن حل قاين‎ 
300 + 0,1 x; = 12000 - 0,2 Χ, 
0 X, الكمية المطلوبة من السيارات عند السعر التوازني‎ } X; = 39000 ومنه‎ 
x 


4200 = 1 ( سعر السيارة التوازني ( 
ان طريقة التعويش هذهلحل جملة المعادلات يمكن استخدامها عندما یتعلق الأمر بعدد محدود 
من المعادلات و المجاهيل ‏ كما رأينا في المثال السابق معادلتين بمجهولين ‏ أما-عندماا 
يتعلق الأمر بعدد كبير من المعادلات و كذلك المجاهيلء فاننا نضطر الى استخدام المصفوفات 


لآنها ἅλω».‏ قغالة :و سرييعة .بو العقال السایق οί, ον‏ حلفه .بواسظة افعتوقات و ك 


E 


= q رت‎ 
Í 12000 : بوشع‎ 
X = | , B=! 
ἽΝ وھ‎ < | 3000 | 


1 


pas 
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1 ο) χ [12000 


| 3000 


و باختصار نكتب : ΑΧ = B‏ 


و العالی فعاع التجاهيل Se‏ ساون š‏ 8 لوت X‏ 
تلافظ أن الداع B‏ معروف یداہ اذا يجب ساب تقلوي 35221 Α.‏ أي الحصول على 
A1‏ »> و هو يساوى : 


2 


κ ï پا‎ -0,2 


Α 5 
3 0 L 


) سنبین فيما بعد كيفية حساب مقلوب المصفوفة ( 


8 اذا‎ 
5 0,2 12000 | 
x=- 3 
3 |-10 1 ΜΝ 
: و بالتالی‎ 
4200 
Χ - 
: 39000 
š 13) 
X. = 4200 
1 
X, = 39000 


و هي نفس النتيجة التي حصلنا عليها عندما استخدما طريقة التعويض. 

2-4 المصفوفة النظامية و المصفوفة الشالة ؛ 

نقول ع نالمصفوفة A‏ أنها مصفوفة نظامية اذا كان محددها لا يساوي الصفرء 0 = |۸| › بينما 
نقول عنها أنها مصفوفة شاذة اذا كان محددها يساوي صفرء 0 «1Α|Ξ‏ 


فمثلا بالنسبة للمصفوفتين : 5 | 


نقول عن المصفوفة لم أنها شانة لأن : -ο‏ |1۱۸ 
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بينما نقول عن المصفوفة 8 أنها نظامية 3¿ :#0 3 - ΑΙ‏ 

و يترتب عن کون المصفوفة شاذة أم نظامية نتائج هامة كما سنرى فيما بعد. 

3-4 شروط وجود نقلوب المصفوفة : 

هناك شرطان : 

لك يمكن الحصول على مقلوب المصقوفة ۸٣۴‏ فقط اذا كانت المصفوفة À‏ مريعة. 

2 المضفوفة ΑΓΙ‏ لها وجود فقط في حالة ما اذا كانت المصفوفة الأصلية A‏ نظامية ( أى 
محددها لا يساوي صفر 0 عد |A|‏ ). 

4-4 خصائص مقلوب المصفوفة : 

اذا كانت المصفوفة ۸ مربعة و نظامية فان المصفوفة ۸ تتمتع بالخصاعص التالية : 

1 المضفوفة A l‏ تحقق العلاقة : LAA! ΑΣ AST‏ 
آي أن قرب 8-4 في Ñ‏ سواد من السار اوجن السين بحت عه عفرا 'ᾱ---ῳ[οῖ‏ 

2 مقلوب المصفوفة المربعة النظامية وحيد. أي أنه اذا كانت 8 مصفوفة مربعة و نظامية 
فان هناك مصفوفة واحدة S‏ تحقق العلاقة 1 = AS = SA‏ هي ےی 


3 محدد,مقلوب المصفوفة ۸ يساوي الى مقلوب محدد المصفوفة الأصلية أي : 


1 1- 1- 
= و بالتا : Ë‏ 5 
-πτ‏ - |۱۸۳7 و بالتالي : 1 = |۰۱۸ ΑΙ‏ 


نتيجة : من خلال هذه الخاصية يمكننا التأكد من أن المصفوفة الشاذة لیس لھا مقلوبء 


فاذا كانت المصفوفة A‏ ثمانة أى : 0 = |4| . 


حسب الخاصية رقم -3 لدينا : 1= «ΙΑ‏ | | 
|A| - 0 οἱ.‏ فان : 3- I‏ + ]اچ 
انا tO‏ 


و هذا مستحيل. 


4 اذا أمكن ايجاد المقلوب p‏ فان هذه المصفوفة الأخيرة ο‏ » أي مقلوب المصفوفة 


المربعة النظامية هو أيضا مصفوفة مربعة نظامية. 


گے مقلوب. المقلوب هو غیارۃ عن المصفوفة الاصلیةء À‏ آن να, ε‏ 
6- مقلوب منقول المصفوفة يساوي الى منقول مقلوبهاء أي أن : (αΓἦγ'‏ ے خروم 
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. متناظرة فان مقلوبها اھ" أيضا مصفوفة متذاظرة‎ A اذا كانت المصفوفة‎ 7 
رای‎ = A4 : فان‎ A's A : أي آنه اذا كانت‎ 


8- مقلوب جذاء عدة مصفوفات مربعة نظامية من نفس الدرجة يساوي الى جذاء مقلوباتها 
بتر تيب معكوس. 


ففي حالة مصفوفتين فان : ات αἱ”.‏ ے P‏ رو 
و في حالة ثلاثة مصفوفات : ص ο‏ لت BETA‏ 


و هكذا بالنسبة ل η‏ من المصفوفات. 
9 اذا حقق مقلوب المصفوفة A‏ المساواة KUL a Am:‏ فاننا نقول عن المصفوفة الأصلية 
A‏ أنها مصفوفة متعامدة . 
ينتج أن المصفوفة المتعامدة تحقق العلاقة : 1 = '۸ ۸ 
5-4 حساب مقلوب المصفوفة : 
هناك عدة طرق لحساب مقلوب المصفوفة متها £ 
1- عن طريق المصفوفة المساعدة ء 
2 عن طریق التحویلات الأولية. 
3 طريقة التجزأة . 
سنتعرف هنا على الطريقتين الأولى و الثانية نظرا لاعتمادهما في أغلب التطبيقات الاقتصادية . 
1-5-4 حساب مقلوب المصفوفة عن طريق المصفوفة المساعدة : 


ماهي المصفوفة المساعدة ؟ 


211 812 ain : اذا کانت المصفوفة‎ 
S a 302 و8‎ 
anl n2 ann 
: وهي تساوي‎ ΓίΑ) فان مصفوفتها المساعدة يرمز لها ب‎ 
۸ 
; Αι Λι nl 
ΓΙΑ): [Aij = [a] A2 Απο 
Aa Λο á nn 
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ان المصفوفة المساعدة هي عبارة عن المنقول للمصفوفة التي عناصرها المحددات — 4 
polia‏ المصفوفة المفروضة A‏ و التي يتم الحصول عليها بعد الغاء السطر 1 و العمود j‏ 


و ضربها بالاشارة ιτ μη‏ آي ان τ‏ 


μή‏ ہے ے 
اريها CU‏ > ريم 


مثال : اذا كانت لدينا المصفوفة : 


2 3 2 
A= ]1 2 1 
£ 5-1 0 


فان مصفوفتها المساعدة هي : 


لكي نحصل على العنصر ر۸ نأخذ المحدد الصغير المتبقي من المصفوفة Α‏ بعد εἰ ὁ}‏ 


السطر الأول و العمود الأول مضروب في αρ‏ یق 
1 2 
Ajj = τα 33‏ 
ο‏ .هك 








و للحصول على العنصر ر۸ نأخذ المحدد الصغير المتبقي من المصفوفة ۸ بعد حذف السطر 


الثانی و العمود που‏ آی ; 


2+1 
Αρχ = (-1) 




















2 3| 3ری | 
1 2 | 
2 091212 

1 3 

| (103132 3 


241 





| 5 





بم 


I 
H 
ba 0 


75 











1+1 


كاعر اللمصقوفة λε]‏ و یکون š Lual‏ 


(-1) 
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علاقة مقلوب المصفوفة بالمصفوفة المساعدة ؛ 


απ... AFi : يتصفوفتها الساعنة بالعلاقة‎ αλ ال‎ ass 
ΙΑΙ 


ينتج أنه لكي يتم حساب مقلوب المصفوفة عن طريق المصفوفة المساعدة يجب المرور بالخطوات 
الخالية” š‏ 

1ب حساب المحدد || . 

2- ساب المصفوفة الستاعدة ΓΑ)‏ 

کے «ἃν.‏ مقلوب المضفوقة يخطبيق ο) κ‏ لے ہے لديم 


ΙΑ] 
Ta T Pah النعلاقة‎ gag A المسفوفة‎ ας حسف‎ 8 JS 
3 1 οἱ 
Ñuqa ےج‎ ἃ 
8 1 2 


S. لاد‎ - 0 
ΙΑ = 2 4 5 -20 
3 Ἡ 6 
πμ سپ السا‎ -2 
3 E 5 
Pas | 11 6 15 
-10 o 10 


3_ أخيرا نطبق العلاقة : 
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3 < 5 

Puar ος | py. eu‏ ملم a‏ لجر 
20 

-10 © 10 


يمكننا اعطاء شكل تهاقي للمصفوفة 71م بضرب جميع عداصر المصفوفة في — كما يکن 
الابقاء على الكتابة السابقة . 


2-5-4 حساب مقلوب المصفوفة عن طريق تطبيق التحويلات الأولية : 


التحويلات الأولية في مصفوفة هي : 


1 تبادل مواقم سطرين ( أو عمودين ). 

2 شرب عناصر أحد الأسطر ( أو أحد الأعمدة ) في عدد ما 0 ا 

3 251231 الى عتاضر عطر ( أو aga‏ ) جذاء عداصر Ju‏ آخر ( أوعمود آخر {« 

اذا كانت المصفوفة 8 ناتجة عن المصفوفة À‏ بعد تطبيق تحويلات أولية فاندا نقول أن 

المسفوفتان متكافكتان و نكتب ۸^8 . 

تعريف 1 نقول عن المصفوفتان م و B‏ أنهما متكافئتان اذا كانتاحداهما ناتجة عن الأخرى 
بعد طسق تخریلات ο]‏ 

سنعود الى موضوع 52155 المصفوفات و ο‏ عندما سنأتي على موضوع رتبة المصفوفة . 

كبفية حساب مثلوب المصفوفة بتطبيق التحويلات الأولية ؛ 

سنا مدا سبق أن : 4-14 

ان تطبيق أي تحويلات أولية على أسطر ( أو أعمدة ) المسفوفة 1 ينتج عنه تطبيق نفس 

التحويلات الأولية على أسطر ( أو أعمدة ) المصفوفة A‏ فاذا طبقنا تحويلات أولية متتالية 

F = X o A : حتی تصبح العلاقة السابقة‎ 

ينتج أن المصفوفة Y‏ هي المقلوب أ ۸ المطلوب حسابه لأن مقلوب المصفوفة المربعة النظامية 


وحيد ( كما رأينا في خصائص مقلوب المصفوفة ‏ الخاصية رقم -2 ). 


مثال -1 : اذا كانت لدينا المصخوفة : 
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obg ¿ya Y يجانبهااا المعفوقة‎ A برعت العمل ایل التصفوقة‎ 


المصفوفة الموسعة الجديدة ]' | [a‏ تحویلات أولية حتی نحول المصفوفة 8 الى مصفوفة 
أخادية و کون التصفوقة μου‏ کا المصفوفة 1 ο ο ο‏ 





8 5 : اذا نگتب‎ 
Ll 8 3 1. Ὁ. 6 
= {1 4 3 ο 1 ο 
[s | وا‎ | 
II 3 4 0 0 1 


من أجل تحويل المصفوفة ۸ الى مصفوفة أحادية يجب اجراء تحویلات أولية بحيث : 
1 تحول العنصر 81 من المصفوفة الى 1 ( 1 > 8/7 ). 
2 نحول جميع العناصر المتبقية من العمود الأول الى عناصر تساوي صفر ) 0 = aq‏ = ررة). 


3 نحول العنصر ررة الى 1 (1 - وو ). 


4 نحول بقية عناصر العمود الثاني الى اصفارء )0 = وو = (αι.‏ 
5 نحول العنصر a33‏ الى <l‏ ) 1= ووة) ۰ 
6- نحول بقية عناصر العمود الثالث الى أصفارء ( 0 = ورة = وره ) 


لنرى الآن كيف يمكن تحقيق هذه الخطوات بالنسبة لمثالناء 
نلاحظ أن العنصر 1 ajj‏ اذا ننتقل مباشرة الى تحويل العنصر ay‏ الى عفرء ان ذلك 


᾿ ٹن عق ظریق قرب متام السظر CI δι‏ و Ώρες‏ الى pelde‏ السطر "ΡΟ‏ أن 
R. + R, )‏ 1 - (. 


να 
- R, + R 
-1 -3-3 - 0 0 
ےا‎ α. 3 1 ο οἱ [1 3 3|1 م0‎ 
1 4 3 تو‎ ο 5. ORAL r @ 
L 35: ο ο α 1 کے‎ ει 0 5 ἃ 
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بضرب السطر الأول في )1-( و جمع عناصره الى عناصر السطر الثالث أي : -R +R,‏ 


- R] +R, : نحصل على‎ 
-1-3-3- -1 0 ο 


= 
ω 
w 
بم‎ 
° 
° 
بم‎ 
w 
w 
= 
° 
° 


نلاحظ أن العنصر 1 = 22 »كذلك العنصر 0= agg‏ .131 نتنقل مباشرة الى J— — s‏ 


العنصر0 8125 > من أجل ذلك نضرب عناصر السطر الثاني في (3-) و تجمع الى عذاصسر 


-3 Ro + R, : السطر الأول‎ 
0-3 0 3-3 0 

1 3 3 1 ϱ ο 21-8 8 4-3 60 

0 1 ο απ 1 ον ο 1 ο -ι 1ο 

0 0 1 يلك‎ Ὁ. ἃ Ὁ 8 E kgf 


نلاحظ أن العنصر 1 = وره »كذلك العنصر 0 - وره › اذ ننتقل مباشرة الى تحويل 
العنصر ajg‏ لكي يساوي صفراء ان ذلك ممكن عن طريق ضرب عناصر السطر الثالث في )3-( 


و جمعها الى عناصر السطر الأول : 


-3 R3 + R, 
0 0-3 3 0-3 
1 Ὁ. 8 2 x 3 1 ο ο 2 8 ως 
8 4 8 5 1 0| ^~ 0. 1 8 3 FE R 
0 © 1 al ο 1 0 ο 1 >al Ọ 1 
: و هكذا فان‎ 
πι .-8; ہے‎ 
νο یا‎ 3. Ὁ 
«ᾱ Ὁ L 
E i 
A = + ha كانت‎ οἱ z 2 Jt 
- 3 
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R, + R} ΚΙ +R, 
š 1 1 8 1 4 E 1 
A EA = ~ 
وهأ‎ 2 a 35ο αἱ ᾱ. ار سو‎ 
R,/7 - 4 R, + بغ‎ 
1 4 1 1] 1 4 1 1 πι 0 3 -1 
7 7 
~Ne سحلو‎ 
3-5 ear 3 0 لے‎ ᾱ αντι کے وت‎ 
7 7 7 7 
= (EEE ER isi; و‎ 
š 1 = 
عي‎ e لن‎ 
=i Ki 7 1 
Α 26 ώς 
1 8, Ὁ 7 1 2 
ΚΙ T 


يمكن استخدام الأعمدة بدلا من الأسطر من أجل الحصول على مقلوب المصفوفة عن طري تق 


التحويلات الأولية . 

ذال 1 141 كاتت لکنا ؟ 
Y 3. 8‏ 
A = L 4 3‏ 
4 3 1 


نقوم بتوسيع المصفوفة ۸ وفقا للشكل ΕΠΟ‏ 


$ 
k & ἃ 

L 12 1 3 4 
1 ο Ὁ 
0 1. Ὁ 
ο ο lj 


عندما نستعمل الأعمدة نقوم بتصفبة الأسطر gl‏ نحول! - ف۵ عورة عورة و ننتقل الى 


السطر الثاني لتحول أ ου,‏ ثم ٠0‏ ںیھ asa‏ 
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و أخير السطر الثالث 939 1 - ويه ثم 0 - رية = روة. 


اذا بالنسبة لمثالنا : 


+Ç,‏ وه G;‏ + 3€ ۔ © + وه 
κ LL 3 3 56 LÁ ο 34 3 L 0 ο 0‏ 
L 1 οἱ 1‏ کے οὗ‏ لو لے 3- 3 4 L‏ 


1 0 ο 0 1 © οἱ کے‎ 1 0.3 0 
0 1 O 0 LL 3A 0 0 ο 1 0| 1 
0 0 1j 1 0 1 1[ 0 0 l 1] l 
C3 + C 52 C3 + ΕΙ 
1 0 0 1 0 οἱ ο 1 0 0 
0 1 0 ο 1 0| 0 ο 1 ο 
Σο - 1 2 0 1| 2 9 0 1 
سے سے‎ 
1 0 3 1 کے‎ 231 6 T «ἳ «ἃ 
1 1 O 1 1 0| 0 1 1 0 


Faa 

1 

H 

= 
Γη 

° 

= 

I 

N 
FS 

o 

= 


: و بالتالی‎ 
7 a Y 
A ba E 1 ο 
E 8 a 


ملاحظة ؛ اذا صادفنا أثناء قیامدا بالتحويلات الأولية على مصفوفة فيها.جميع μόλε‏ — 
الأسطر ( أو أحد الأعمدة ) مساوية للصفر فاننا نستنتج أن هذه المصفوفة شلاذة 
s‏ لا يكن alaq‏ عقوت 8 : 


فمثلا المصفوفة : 
4 2 1 
و .3 2 = A‏ 
8 4 2 
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1 2 4] 3 0.86 124) |106] [i 2 4 | 3 86 
[λι]-|1 15 ο + د نو اسعاج‎ la ᾱ 61216 AS La 8 


“12 % 81001 2 4 8 9.3 1 Û 8.0 1-2 0 


نلاحظ أن عناصر السطر الثالث من المصفوفة الأخيرة قد تحولت جميعها الى أصفا 
أن المصفوفة ۸ شاذة و لا يمكن ايجاد مقلوب لها. 

6-4 مقلوب المصفوفة من البسار و مقلوب المصفوفة من اليمين : 

كنا قد ذكرنا من قبل شروط وجودمقلوب المصفوفة و هي أن تكون المصفوفة مربعة و نظامية, ` 
فقط عند تحقق هذين الشرطين يمكن أن تتحقق العلاقة . 


غير أنه يمكن أن نصادف بعض المصفوفات المستطيلة Arxc‏ حيث »+ r‏ و التي تحقق مع 
المصفوفة ت8 العلاقة AB = Ir‏ ولكن ΒΑ < lo‏ في هذه الحالة نقول أن المسفوفة 
B‏ هي مقلوب المصفوفة ۸ من اليمين. 

1-5 يمكن ο]‏ نصادف حالة أخرى حيث تحقق المصفوفة ع۸ مع المصفوفة Ῥοχς‏ العلاقة 
DA = lc‏ في حين أن AD 1٣١‏ و نقول أن المصفوفة Ὁ‏ هي مقلوب المصفوفة A‏ من 
سارہ 


أما مقلوب المصفوفة الذي يمكن أن يكون مقلوبا من اليسار و من اليمين في نفس الوقت فلا 
وجود له سوى بالنسبة للمصفوفات المربعة النظامية. 


7-4 شرط امكائية وجود مقلوب المصفوفة من الیسار أو من البمين i‏ 


ان العلاقة Άτκε . Bcexr = Ir‏ يمكن أن يكون لها وجود فقط اذا كانت رتبة *المصفوفتان 


هو 8 بساوي على الأقل r‏ . كذلك بالنسبة للعلاقة ع1 = Dcxr Dexr . Arxc‏ 


فان 
يمكن أن يكون لها وجود فقط في حالة ما اذا كانت رتبة المصفوفة ۸ تساوي على الأققل »> . 
و لما كانت المصفوفة المستطيلة بهاء £ r‏ فان رتبة 4 لا يمكنها أن تكون أكبر من أصفضسر 


المقدارین ‏ و r‏ لهذا فان الرتبة لن تساوي هذين المقدارين معا أو تتجاوزهماء لهذا 


κ‏ رتبة المصفوفة يختلف عن درجة المصفوفة وسنتعرف على مفهوم الرتبة لاحقا. 
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ففي حالة » # © فانه لا يمكن أن يكون للمصفوفتان Doar‏ و Boar‏ وجود في نفس الوقت 


بعیث تعققان المسداواة s‏ 


و الممكن فقط هو تحقق مساواة واحدة. ففي حالة ما اذا كانت ۸ مصفوفة ذات رتبة مساوية 
لعدد أسطرها فانه يمكن الحصول على المصفوفة B‏ » مقلوب المصفوفة من اليمين أي تحقق 
العلاقة . 

AB = 1‏ 
أما اذا كانت رتبة A‏ مساوية لعدد أعمدتها فانه يمكن الحصول على المصفوفة ¿D‏ مقللوب 
المصفوفة من الیسار حيث تتحقق العلاقة . 


DA = 1‏ 
68-4 اللوی السالبة لمصفوفة ! 


تعرّف القوى السالبة 'لمصفوفة مربعة على أنها المصفوفة المرفوعة الى قوى سالبة 
4 2- ۱ 
ΑΞ Ά‏ مو و «16ο‏ 


فی جبر المصفوفات یمکنٹا أن نكتب : 


مثال : اذا كانت لدينا المصفوفة : 2 


DE فو‎ ον وان‎ 


لآ ذلك سکن لیا عن طرق αμ ᾱ αἱ‏ .4د “هف κ‏ 


A على‎ ο موب‎ ἕω. ϱ 
«4 فو ي‎ A اما أن نوجد أولا مقلوب المصفوفة‎ 


7> 2- 7-701 و 
ثم تحصل على ۸ Αν‏ ۸ = 45 وفي کلتا الدالشين : | 9 1 | 2 
ΑΞ | 5‏ 
E‏ 


8 
B> 
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1 اذا كانت لديك المصفوفة : 


تاكد أن : 1 د و ΑΑΓ = A‏ 
2 اذا کانت لديك المصفوفة : 

0 

1 

4 

تاکد أن : 1= و اوے BB!‏ 


s لماذا‎ 


4 اذا كانت لديك المصفوفة : 


أوجد المصفوفة ۸72 ثم 2م 


6 
κ. 
5 
-1l 
B= 0 
1 
-3 2 -6 
A = |_3 5 al 
2 3 -4 
2 4 
Ce 3 1 
al 0 
7 
αι = al 
-1 


5 اذا كانت لديك المصفوفة : 


: 2 Badi اسب‎ 


6- أحسب مقلوب المسفوفات التالية باستخدام الصيغة : 


حيث Γ(Α)‏ هي المصفوفة المساعدة : 


14 


14 


un 


w 


N 


15 


20 


n 
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1 1- 
ہد πω‏ 
الها 


27 8ے 


16 81 


16 


=L 


-1 
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2 
7 1 
بات‎ 
2 
1 3 2 
رسس‎ "δ. مہ‎ 3 
3 8 -ᾱ 
2 1 ο 
c= |3 ο 2 
Ὁ. £ 3 
1 4 6 4 1 
i À 4 6 4 
Z= 14 1 i 4 6 


D 
σι 
D 
بم‎ 
بم‎ 
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الفصل الخامس ؛ اشتقائی و تكامل المصفوفات 
1-5 اشتفاق المصفوفات : 

اذا كانت لديذا المسفوفة | A [αμ œ‏ و التي جميع عناصرها a,‏ توابع للمتغیر 
x‏ فان مشتق المصفوفة 4 بالنسبة للمتغير × يعرف بأنه المسفوفة الجديدة التي لها 


نفس درجة المصفوفة الأصلية A‏ و عناعرها هي المشتقات بالنسبة ل x‏ و تكتب غك . 


1515 كانت لدينا المصفوفة : 


























3 Agg عفد‎ Sa 
A= {αι aggere azn 
Απ m2 Amn 
فان‎ η = ft: Ὁ سحت‎ 
da), dag ... dain 
qA _ ij dx dx dx 
dx dx ; 
4821 4822 ++. روقة‎ 
dx dx dx 
daya danz aa mn 
dx ἀχ dx 
حيث‎ x αμα], À آحسب مشت المصفوفة‎ το 
x 1-x 1 
A ê 3χ x+1 
0 5 x +l 
2x - 8 
ےہ تالق‎ 8 0 1 
dx 
0 2x 2x 
_ و بنفس الطريقة یمکن الحصول على‎ 
2 0 0 اف و‎ 7 νά, 
44 1 8 ΤΑ المشتق الثاني للمصفوفضۓ‎ 
dx2 


و هذا يمكن الحصول على مشتق. المصفوفة من المرتبة BISI‏ 


و الرابعة... الخ. 
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المشتقات الجزثية لمصفوفة ؛‎ 2-5 


اذا كانت عناصر المسفوفة A‏ توابع لأكثر من متغير واحدء مثلا توابع ل »× و Ili. y‏ 
نعرف المشتق الجزئي للمصفوفة ΑΛ‏ من × و y‏ كالتالي : 
Rd 24ِ [2a]‏ فق 
ὃν dy‏ 


024 da Dda 22 

dx? ' 2 xy δγὸχ 
و ينفس الطريقة يمكندا الحضول على المشتقات الجزئية من المرتبة القالثة و الرزابعة‎ 
adl Ἕαι 


+ ο] برض‎ + Ji 


x +y Sin x 
A = 
Sin y 8 
8 : فان‎ 
dA 2x Cos x ٥ Α 2y 0 
98× |o 0 ου ہے‎ δε و‎ 0 
2۸ , 2 - Sin x 24 2 0 
2⁄2 |o 0 Ὁ y2 - Sin y 0 
0 0 


92. 2 A. 
yx ر۵۵‎ 0 0 











3-5 تکامل المصفوفات ؛ 


اذا كانت لدينا المصفوفة A = [a]‏ حيث الغناضر وة توابع ل × فان تكاممل 


هذه المصفوفة بین النقطتين ato‏ 1 (حیث (t> to‏ يكتب : 


t 
f A dx 


to 
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و هو عبارة عن مصفوفة عناصرها عبارة عن تكامل عناسر المصفوفة المفروضة À‏ بين النقطتين 
9 و t‏ . ولا يكون لهذه العملية معنى الآ اذا كان التكامل ممكننا بالنسبة لجميع عناسر 


هذه المصغوفة . 


1514 كانت لدينا المصفوفة : 


5 ki 8] dx 


أوجد 
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811 ajg τετ Ai 
Απ taz agg وو‎ Ban 
aml [τν ... am 
t 
f 811 dx 
to to 
t t 


Oy Ο-----: 


Ό----- 


2 x 
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سن 


ο---- 
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e Cost 
A = τς. الك الس ف‎ 
2 1 dt 
x" +1 x-1 Ἐς 
Ñ, ë x+1 κό, 3x-1 í £ اح غك عیت‎ 2 
2 2 dx 
2Χ΄ +x x -x+1 
5 4 x x 
A = x 4 x : حيث‎ A اخسب‎ -3 
dx 
x Χ 6 
1 x κ; 
À = 1 2 x : خیت‎ dA أعسب‎ 4 
ἀχ 
1 -1 1 
1+ 1 1 
ھ٤1‎ 1x 1 عيث ٭‎ «ολο قت اسب‎ 
dx 
1 1 -x 
τ 
Sin. x Cos x 
A= 2 < àA 
-Sin x Cos x 5 “qx أحسب‎ 6 
Sin t Cos t 
= 1 dA 1_7 
Cos t Sin t dt 7 1 
a y? Sin x . 
ΑΞ : اذا كانت لديك المصفوفة‎ 8 
Sin χ 3 
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DA , QA , DA,DA : أحسب العشتقات الجزكية‎ 
y 


9 اذا كان لديك المصقوفة : 


x+y x-2y 
A = x+y y2-1 y +1 
2 x-i 3χ-γ 


خت Jl‏ شتقات الجزئية 5 مه 5 3 dA 5 32 ٠‏ 2۸ 


0 اذا كانت لديك المصفوفة' : 


x2 y - y2 Cos x - Cos y x: تهوش کی‎ 
A= | 3y -x Sin x + x x2y2 + ع‎ 
2 1 - Tan x ΧΥ =2 


ο οἱ العشتقات‎ ο] 
DA , DA, 22, dA, JA, dA 


Ax yy, 2⁄2 dy? »درد‎ 2xƏy 


2 
1۔ أحسب التکامل ×۸ Í‏ حيث : 2 2 wis‏ 
1 


1 
B = κι si حیت ؛ ق‎ Í na dioii 
2 و‎ 
0 X 


W = ¿ x : حيث‎ Í Wak  لمادتلا أحسب‎ 13 
ó 


νο 
نہ‎ 
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الفصل السادس 
الارتباط و الاستفلال الخطم في المصفوفات 
نقول عن المصفوفات Ajs Αρ, Agrees Ap}‏ أنها مرتبطة خطيا اذا أمكن ايجاد  k‏ من 


الأعداد ο‏ , لا و التي لا تساوي جميعها الصفر حيث : 


A = 0‏ لا+ +چھ Ug‏ +وھ ولا خرة إلا 
أما اذا لم تتحقق العلاقة : ۵ = +U, A‏ مس +وھ ولا Agt‏ رلا +4 رل الأ من 
أجل : 0 -.,لا... <وناءوناء U‏ فائذا نقول عن المصفوفات پ۰۰۰۸:وھ Αι, Δρ,‏ أتها 
مثال ‏ 1 : هل الأشعة التالية مرتبطة خطيا ç‏ 
| 3 و | 2 
= وھ , 2 | A=‏ , 3 | يم 
i -4 5‏ 1 


بفرض ړلا ٠‏ ولا, رلا أعداد حقيقية لنبرهن أن العلاقة : © = و ولا A+‏ ولا U, A+‏ 


محققة من أجل ولا ,رلا , ولا لا تساوي جميعها الصفر. 


2 #1 3 0 :, لدينا‎ 
ولا 4 2 ولا + 3 ہنا‎ 1 Ξ 0 
1 -4 5 0 
3 a A +2 ralia 
201 -U ولاڈ‎ 0 
3U, Ἐ 202 ولا ے9‎ = 
U, -4U3 ας RA 


و مله U12262‏ تشكيل جملة المعادلاك: الخظية LJ‏ ؛ 
0 = ولاق + ولا - 20 


3 
0 = ولا + 202« 30 
0 = ولاڈ + U, -4U,‏ 
بحل هذه الجملة من المعادلات نجد أن هناك حلا عاما : ولا - = ولا - = U,‏ 
و باعطاء قيمة اختيارية ل ولا لتكن a‏ يصبح لدينا : 
=a‏ ولا a,‏ = ولا a,‏ - = إلا 
اذا الأشعة المفروضة مرتبطة خطيا وفقا للعلاقة  :‏ 0 - بھ ١ -a A+a Ara‏ 


1 2 3 
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مثال - 2 : برهن أن المصفوفات التالية مستقلة خطيا : 








لنفرض أن الأعداد الحقيقية : U, sÜ U U,‏ يث : 

















و ΤΙΣ‏ و 
As+U, A, = 0‏ ولاخوة U, Αγτῦ)‏ وع ا أجل : 0 = Us = U,‏ = ولا = Uj‏ 
οἳ‏ : 
ΕΣ ο ο‏ 5 8 6 2 1 
U, + + = U, =‏ 
à 8 9 7 5: η ο ο‏ .8 
اذا 
ο‏ 0 1 ا4 3U,‏ 8 ولا5 U 20, 6u, 8U, 4u,‏ 
7υ, 0-0‏ یت ولا7 و 1 4U, 8U, 9U,‏ .30 


6U, + 4U, + 30, Ξ0‏ + إلا 
Ξ0‏ ا4 + 50 + ,80 + 201 
8U, + 70 + 50, = Ὁ‏ + 9301 
4U, + 9U» + 70 + 7U, =. Ü‏ 


يلاحظ أن هذه الجملة من المعادلات فيها عدد المجاهيل يساوي عدد المعادلات ولها 
فقط الحل الصفري أي : 0 = إلا = ولا = ولا = U,‏ 
و ذلك لأن محدد مصفوفة الأمثال يختلف عن الصفر : 


= - 16 


اذا المصفوفات المفروضة Ag , A,‏ , ر4 , Aj‏ مستقلة خطيا. 
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ملاحظة ؛ سنتعرف في الفصل الثامن عن كيفية حل جملة المعادلات 
الخطية بمختلف أنواعها. 

231 — ا > : 

یلاحظ أنه اذا كانت 22231 : ي ... Aj , Αρ‏ مرتبطة خطيا فانه یمکن تعيين أحدها 

كتركيب خطي بالنسبة للأشعة الباقية و يمكننا أن نبين ذلك وفقا لمايلي : 

اذا كانت الأشعة | بيبش ...رك , Aj‏ مرتبطة خطیا فانه يمكن تعيين الأعداد الحقيقية 

إلا ... ولا إلا و التي لا تساوي جميعها الصفر بحيث : 


A, + U A + ... + إلا + ... + يه إلا‎ AL = 0 


u 2^2 


1 


و بفرض أن 0 7” إلا فانه يمكن تقسيم طرفي العلاقة السابقة على إلا ونحسب منها 


A; = B, A + B, وق‎ + ...+B. AL : أي أن‎ 


ينتج أن Α‏ تركيب خطي للأشعة الباقية. 


ω 
σι 
۶ 
= 
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: يحييقة‎ U, U2, U3 + U, الأعداد الحقيقية‎ 


` 


' 

صن = 

لم = 

B= بر‎ 
86 

' 

ω w 

' 

e H 


œ 
w 
σι 
5 

= 


و منه يمكن تشكيل جملة المعادلات غير العتجانسة التالية : 


U, Ξ 5‏ + ولا 5 + رلا + إلا 2 
+U, -3U -4U, = -1‏ ہلا 
Us + U, = 8‏ 2 - ولا 6 + U,‏ 3 
2 = هلا 3 - ولا 2 + يلا 2 + إلا 2 
و بحل هذه الجملة من المعادلات ينتج أن : 1 
á‏ _ 1 
قينا Ua Ug A‏ کا ا 
و منه فان 8 هو تركيب خطي للأشعة المفروضة  Αα, Ag‏ ,ر۸ Αγ,‏ و ذلك وفقا للعلاقة 
التالیة : 
ايك 1 Ag k OA‏ 2 بق ع B‏ 
ὃν‏ 5 3 2 1 
مثال 2 : هل الشعاع , 


س يی = 
بر o r‏ 


° 
= 


اذا كان 8 تركيبا خطيا للشعاعین 4 و ر4 فانه يمكن تعيين الأعداد الحقيقية 
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= w بو‎ 
e س ي‎ 
ο re بر‎ 


و منه يمكن تشكيل جملة المعادلات غير المتجانسة : 


1= ولا + إلا 3 

5 ولا + إلا‎ =3 ٠ 

1= 0+ ہنا 

2 = ولا + 0 
ومنه نجد أن : 1 - رلا و2 - رلا غير أن هذه القيم لا تحقق المعادلتين الأولى 
و الثانية و الشعاع 8 ليس تركيبا خطيا للشعاعين و A,‏ والأشعة Aj s Αν B‏ 
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نمار ن 


L 4 1 3 + 1 30 £ 
ΑΙ = A, = A. = A, = 
to i 1 وا‎ αι S js 1] πα - 


4 برهن أن الشعاع ]4 2 3 1] = 8 هو ترکیب خطي للشعاهين: 
ο] A, = [α ι ο 2]‏ 2 ق- 3]عية 


5 هل الشعاع ]2 لخ :8 1[ = 8 هو نتركيب يلعاي تجن ؟ 
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7 هل الشعاع ا 2 Α-[5‏ هو تركيب خطي للأشعة : 


L 1 2 1‏ 
wW, = | 2‏ 1 | = ولا 3 |= ولا 2 |= إلا 
0 3 5 4 


£ 1 1 1 
4 ا ںة 2 | z =| 1 αι 3 Z=‏ 
μὲ‏ 1 0 2_ 
9 هل الشعاع 
3 
2 - 4 هو تركيب خطي للأشعة 
1 
š 1 5 5 5 2‏ 
5 ` 2 ۳ 
4 3 5 2 
0 هل الشعاع 
0 
W = 4‏ هو تركيب خطي للأشعة 
-ᾱ‏ 
]2 
1 1 1 1 
۱ے 1 1 + š‏ 
W. = W. = WL < Ν, -‏ 
1 54 فى | 8 1 2 1 1 
-ᾱ 3‏ 1 
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πο,‏ المصفوفة ؛ 


1-7 مفهوم رتبة المصفوفة : 


نقول عن المسفوفة )0( A s£‏ أنها من المرتبة r‏ اذا كان غناك على الأقل محدد صفير مرح 
من الدرجة r‏ في هذه المصفوفة لا يساوي الصفر بينما کل المحددات الصغيرة التي هي من 
الدرجة 1 + و 2 + l... r‏ مساوية للصفر. سنرمز لرتبة المصفوفة A‏ بالرمز Ρ(Α)‏ 
ونكتب P (A) = r:‏ 

و المحدد لی وت عو محدد أية مصفوفة جزئية مربعة في هذه المصفوفة . 

فاذا كانت لدينا المصفوفة : 


1 2 0 

5 6 2 
A = 

8 3 L 

á 2 0 


4x3 


یلاحظ أن أكبر محدد صغير في غذه المصفوفة هو من الدرجة 3 و الفصفوفة À‏ تحتوي على 


4 محددات من الدرجة 3. 


1 2 0 i - ` Ó 5 6 2 1 2 ο 
5 6 2 εδ Ὁ و‎ «τε 3 τι 3 å 
ϐ -ᾱ- 3 #4 2 -ᾱ 4 2 0 4 2 0 























Ὁ 2 ý 6 2ἱ 5 6‏ ہے 
ον. y 8 3 ΓΡ‏ 2 6 6 5 
2-7 تحديد ἀπῶ)‏ المصفوفة ؛ 
اذا كانت لدينا المصفوفات التالية : 
L 4 21 [- 3 6‏ 259 ذم 
ë Ja 1. 2‏ یق 8 1 Aja |i 1 λεει‏ 
Σ gi ο 5 α] ۳ 2 4‏ 
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نحسب محددات هذه المصفوفات و نجد أن : 

P (A) = 3‏ >= 20 = ۱۸۸(۱ 
أي أن المحدد ليس معدوما و هذا يعني أن رتبة المصفوفة Aj‏ تساوي درجة المحدد و درجة 
المحدد | |A‏ هي درجة المصفوفة ر۸ . 

=P (A) 63‏ 0 = ارما 
بما أن محدد المصفوفة معدوما هذا يعني مباشرة أن الرتبة أقل من الدرجة ‏ و بالتالي يجب 
البحث عن المحددات التي هي أقل من الدرجة 3 أي المحددات من الدرجة 2 و يكفي أن نجد 


محددا واحدا من الدرجة 2 في هذه المصفوفة لا يساوي μ.ο]!‏ لنقول أن رتبة هذه المصفوفة 








هی 2. 

K ἃ b 

5 = 5 =P (A) = 2 ٢ οἷο. 

أما بالنسية للمصفوفة Ag‏ فاننا نجد : 3 (A)‏ م = 0 = اوها 


كما أن جميع المحددات الجزئية من الدرجة 2 معدومة و هذا يعني أن 002 P‏ و بالتالي 

. P (Ag) = 1 نقول أن‎ 

ملاحظة 1 تكون رتبة المصفوفة مساوية للصفر فقط في حالة ما اذا كان جميع عناصرها عبارة 
عن أصفارء و يكفي أن يكون عنصرا واحدا يختلف عن الصفر حتى نقول أن رتبة هذه 
المصفوفة هي 1. 


مثال آخر: حدد رتبة المصفوفة : 28 3 ہا 


نلاحظ أن أكبر محدد صغير في هذه المصفوفة هو من الدرجة 3« عند القيام بنشرها نجدها 
كلها تساوي الصفرء هذا يعني أن رتبة هذه المصفوفة مهي أقل من 3 >> P (A)‏ 
δος‏ الاختبار العحدداس من الدوجة 2 و 455 آن : 








و بالتالي رتبة المصفوفة لم هي 22:2 - (A)‏ 8. 


يلاحظ أن استخدام هذه الطريقة  ο‏ المحددات الصغيرة -ينطوي على عمليبات 
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مرهقة خاصة عندما يتعلق الأمر بمحددات من درجة عالية » لحسن الحظ هناك طريقة أخرى. 
37 ارجاع مصفوفة الى مصفوفة مثلثية قطريا : 


ان تطبيق التحويلات الأولية على أسطر أو أعمدة مصفوفة لا يغير من رتبتهاء فالمسفوفات 
المتكافئة رتبها متساوية . 


اذا سنستخدم التحويلات الأولية لتحويل أية مصفوفة 5 [ai]‏ = ۸ لا تساوي المفر 


ومن المرتبة r‏ الى الشكل : 


.b bjj’ Ὁ22 1111, Prr = 0 حيث‎ 


ان ذلك ممكن باتباع الخطوات التالية : 
اذا كانت sa)‏ المصفوفة : I‏ 


aip ajz ο ويه‎ sss Bj, 
k= δι 322 Άλι °°° A2 
anl a m2 amr a'm 


لنفترض أن 0 ἄγῃ‏ و اذا لم يكن كذلك و بما أن 0 £= ۸ فيوجد على الأقل عنصر واحد 
0 ريه عند ذلك نطبق التحويلات الأولية بحيث نحول polis‏ العمود الأول الى أصفار 
عدى العنصر ajy‏ . 

فنحصل على مصفوفة من الشكل : 
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و حيث 0 aj‏ فاذا كانت المصفوفة : 


8 
0ے 2n‏ 22 
جا . تہ 
فاننا نطبق عليها تحويلات أولية الى أن نحصل في الأخير على المصفوفة 
biz Ajá by. kapi bin‏ بيه 
و5 2r‏ 22 9 
b‏ 
m‏ پر8 9 Ὁ‏ 
ο ο ο ο‏ 
ο ο ο ο‏ 
و التي فيها المحدد : 
1r‏ ور Ρῃ‏ 
κ‏ اح ووه = bs | πα‏ )5 6 
sas‏ ا τεσ‏ و 0220 
Š ° b‏ | 
ες‏ 
مثال -1 : حدد رتبة المقغوفة التالية عن طريق تحويل المصفوفة الى مصفوفة مثلثية قطريا. 
2 4 6 2 
A= |4 15 14 7‏ 
5 6 3 2 
R3‏ + و ۔ R, +R, - R) + R‏ 2۔ 
2 4 6 2 2 4 6 2 2 4 6 2 
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2 6 
كما أن ع ذه‎ Μη = 6 #4 ان رتبة هذه المصفوفة الأخيرة هي 2 لأن فيها المحدد0‎ 
° . 


المصفوفة الأخيرة تكافيء المصفوفة المفروضة ۸ لأنها ناتجة عنها بتطبيق سلسلة من 
التحویلات الأولية» و بالتالي ينتج أن2 -(8) P‏ 


مثال ‏ 2 : حدد رتبة المصفوفة الآتية عن طريق تحويلها الى مصفوفة مثلثية قطرياء حيث : 


ینتج أن رتبة هذه المصفوفة الأخيرة هي 3 لأن فيها المحدد : 


© 


كما أن هذه المصفوفة الأخيرة تكافيء المصفوفة المفروشة ۸ لأنها ناتجة عنھا بتطبيق سلسلة 
من التحویلات الأولية و بالتالي. 
P (A) = 3‏ 
4-7 ندائج هامة : 
1 اذا افترضنا أن عناصر المصفوفة A‏ هي أمثال لجملة معادلات مفروشة . فاننا نستنتج أن 


رتبة المصفوفة تعني عدد المعادلات الأساسية في جملة المعادلات المفروضة . 
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و بالتالي فان رتبة المصفوفة تعني أيضا عدد الأسطر ) أو الأعمدة ) المستقلة خطيا. 

2 اذا كانت المصفوفة المفروضة ۸ من الدرجة man‏ فان رتبة المصفوفة ۸ لا يمكنها 
أن تكون أكبر من أصغر العددين م m s‏ أي : 

P (A) = r < min. (m.n) 

3 رتبة المصفوفة المربعة النظامية تساوي درجتها « - P (An)‏ حيث ۸ مصفوفة مربعة 
و نظامية . 

4 اذا كانت رتبة المصفوفة المربعة ۸ تساوي درجتها هذا يعني أن ΑΓΙ‏ لها وجود. 

5 بفرض أن 'ھ منقول المصفوفة A‏ فان : P (A) =P (A')‏ 


6 رتبة المصفوفة الأحادية تساوي درجتها : P (In) =n‏ 


1 ماهي رتبة المصفوفات التالية ؟ 


تدا ريمن 


http://www.opu-lu.cerist.dz 


2 حدد رتبة المصفوفات التالية من خلال حساب محددات هذه المصفوفات أو المحددات 


الصغيرة فيها : 


ω 
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μα 
ο 
ω 
= 
N 
k 
e 
° 
c 
= 
سم‎ 


3- حدد رتبة المصفوفات التالية عن طريق تحويل هذه المصفوفات الى مصفوفات مثلشية قطريا : 


- 


2] 
2 
4 
€ 
2 3: ال‎ 5 Ἤν -ᾱ 3 
-ᾱ ۱ 
2 
12 


£ ο. 2 A; = 2 5 & 6 
A. = 
3  ᾱ Ὦ 2 6 & 9 
6 10 O 
> و‎ τι τα 4 ἃ 5 6 1 
ے‎  Ἡ š 4 5 6 7 5 
لے‎ 1. α 3 Ας: |5 6 7 6 9 
As = 
£ i 3 5 0 11 12 13 14 
T 3 3 4 5 16 17 18 19 
1. £ τι 3 ۱ 
£ Ὁ تا‎ O Z 1 ο 1 ο Û 
ο 1 ο 1 ο i iù o G 
A; = f 
2 1 0 2 1 Ag = 0 1 1 0 0 
ο 33 ο. £ ο ο ο 1 1 ο 
6 aà Ὁ à لو‎ 
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Ας = 
9 b رف لے‎ ἃ: 3 αὐ 
3 1 3 κ Qk 85 
r 2 3 . 
P(A =3 ي3ي‎ A =| 2 3 4 : اذا كانت رتبة المصفوفة‎ 4 

ο 2 2 
1 2 0 

فما هى رتبة المصفوفة : 2 3 2 8 لماذا ؟ 
2 4 3 


5 اذا كانت لديك ۸ مصفوفة نظامية من الدرجة 5 فما هي رتبتها ؟ 
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الفصل الثامن : 
جملة المعادلات الخطية : 
1-6 مفهوم جملة المعادلات الخطية ؛ 


نذكر بأن جملة المعادلات تسمى خطية اذا كانت تحتوي على متغيزات من قوى ‏ أس-واحد 
ولا تحتوي على جذاء لمتغيرات. 


فمثلا. المعادلة : 5 - و« 4 - ر×2 + Xj‏ هي معادلة خطية. 
أما المعادلة : 2 = X? + 3 X,‏ ولا ×2 فهي ليست خطية. - 


و تكتب جملة المعادلات الخطية في شکلچا العام و التي تحتوي على ۳ معادلة و n‏ مجهول 
کالٹالی : 


811 χι + a2 x; + + δῇ x, = b; 
821 X, +a Χρ + + وھ‎ X, 7 P2 2 
aml 5 + وےة‎ Χο 5 t δρ Ki 5 


= b, =... =b =0 اذا كانت‎ 
n 


b, 2‏ فاننا نكتب جملة المعادلات إلسابقة باختصار 0 = AX‏ 


و تسمى بجملة معادلات متجانسة . 


أما اذا لم يكن كذلك فاندا نكتب ب.اختسار 8 = AX‏ و تسمى بجملة معادلات غير متجانسة. 
2-8- طرق حل جملة المعادلات الخطية : 
هناك عدة طرق لحل جملة المعادلات الخطية سنستعرض بعض الطرق المصفوفية منها : 


1 طريقة كرامر 0 





A. 
X, = -- . لهذه الطريقة فان‎ 133. 


حيث : |A]‏ هو محدد مصفوفة الأمثال A‏ 
و i= 1,2 ... 25 (٠ JAI‏ ) هو محدد المصفوفة الناتجة عن المصفوفة A‏ و ذلك بعد 
احلال العمود 1 بقيم العمود 8 . و بالتالي فاذا کان 0 ٭ |4| فان لجملة اللمعادلات 


: الحل آلوحية‎ ΑΧ = B 
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۸۱ا اوها انها 
x = n‏ واج وا جاسم نج = = š X3‏ ہے سط = X,‏ 
ΙΑΙ IA]‏ لها 


أما اذا كانت جملة المعادلات متجانسة AX=0‏ وكان 0 #6 |۸| فاننا نستنتج أن 


هناك حلا وحيدا وهو : 


مثال .1 : اذا كانت لدیدا جملة المعادلات التالية : 


2× + X; + 5 X, + X, = 5 
- × +X, ولا3۔‎ -4X = -1 
3 X, + 6 X, - 2 X, + X, = 8 
2X +2X,+2X, -3X = 2 
A الحل : نحسب أولا محدد مصفوفة الأمثال‎ 
2 Je وج‎ 3 
ا ا‎ αἱ قي‎ 
ΙΑΙ = = - 120 


2 2 2 ο 


ثم نحسب |۸| و هو عبارة عن محدد المصفوفة ۸ بعد أن نحذف منها العمود الأول و نحل 
محله العمود B‏ حبيث : 


Al =| = 240 + اذا‎ 


2 2 2 Ὁ 
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ثم نحسب اوها محدد المصفوفة 4 بعد حدف العمود الثاني و احلاله بالعمود 8 








24 ہے اوها 
ےق S‏ 3 
3 2 2 2 
وبنفس الطريقة > — اوها و ايها. 
x 5 ἃ‏ 20 
L 1 — 4‏ 
ον‏ ون ENS‏ و ۲اپ 
3 ج 2 و 
š 3 5 5 ۱‏ 
د 3 1 1 
ΙΑ! = WRES A --96‏ 
3 2 5 2 
مس η‏ 
”ھت κ‏ اوها 4 
TT το‏ 3 
ὁ‏ هو ليما 
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مدال ے :15 حجملة اتععافلات š uia‏ 


1 2 3 4 
X, + X; -3X -4X = 0 
3 × + 6 X, - 2 X, + X, Ξ0 
2 X, + 2 X, + 2 X, - 3 X, = 0. 


الحل : نحسب قيمة محدد المصفوفة 8 . ( وقد حسبناه فی المثال السابق ٠)‏ 
120 - = ]ھا 
نستنتج أن لجملة المعادلات المعادلات المفروضة فقط الحل : ۱ 


0ے 


X =x 2 


X, = X; = X; 
وكان 0 |4| هذا يعني ان تة‎ AX = 0 جملة المعادلات‎ lyo اذا كانت‎ ١ dpi 
تساوي درجتها. و أن كل المعادلات المفروضة هي معادلات أساسية‎ A المصفوفة‎ 

و أن كل الأسطر في هذه المعادلات مستقلة خطياء و لجملة المعادلات المفروضة فقط 


الحل الصفري. 


ملاحظشين حول طريقة كرامر : 

1 بما أن طريقة كرامر تعتمد على حساب قيمة محدد مصغوفة الأمثال ۸ فهي اذا طريقة 
نستخدمها فقط عندما نكون أمام جملة من المعادلات فيها عدد المجاهيل يساوي دد 
المعادلات. 

2- في حالة ما اذاكان محدد مصفوفة الأمثال 0 = |4| هذا يعني أنه لا يوجد حل وحيد 
لجملة المعادلات المفروضة ء بل هناك حل عام هذا الحل لا يمكن البحث عنه باستخدام 
طريقة كرامر ( سنستخدم التحويلات الأولية كما سنرى فيما بعد ). 

2- طريقة مقلوب المصفوفة : 


131 كانت 12ο‏ جملة المعادلات. > 


a 35 F Bp رولا‎ t اھ‎ FE Ἀν > Bi 
821 x; + 822 X, + + a2, Χ = b; 
ani X1 + 8.2 X2 + ٠ + an کڈ‎ 


فانه يمكن كتابتها بالشكل المصفوفي التالي : 
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ain | رقاب وچھ‎ Kya bi 
8, Νορ εν Aa Χρ b; 
n1 n2 °°° nn Xn b, 
3 باختصار ذز كس‎ 9 
ΑΧ = B 
: صل على‎ ος 4" يقرب طرفي هذه المعادلة من انیساری‎ 
9 
اھ‎ AX = Αι و‎ 
X=A B : و بالتالي‎ 
X = لم‎ B حل جملة المعادلات التالية باستخدام الصيغة‎ : l مثال‎ 
3 X, + 2 X, + 4 X, = 9 
2 Χι - Χο + X3 Ξ 3 
6X + 7 يخ«‎ - αι > 17 
: لدينا‎ 
3 2 4 
&= [| Ὁ αἱ 3 
ὅ F d . 
- : و مته تنجد أن‎ 
-6 30 6 
S ϐ 27 5 
78 
20 9. 7 
: منه‎ 7 
-6 30 6 19 
a, a وی 8 کے‎ s| _ 3 
78 
20 9. 7 17 


TIZ 
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78 
X= 2 156‏ 
78 
234 
و بالتالی : 

5 1 
X, Ξ 2 
X; 3 


x, 5 T جع‎ a کک‎ y X3 = 3 : ذا‎ 


مدال 2 ٭ حل جملة المعادلات الدالية باستخدام الصيغة 8 ۸4 <= × 


21 ΧΙ + 6 x; +3 X3 +9 X, = 5 
12 X, + 16 Χρ + 6 Χα + 4 X, = =< 10 
13 Χι + 10 X; + 19 X3 + Χ, Ξ Š 
Χι + 93 X + 81 Χα + 6 Χ, = 8 
: hial 
21 6 3 9 


ان هذه المصفوفة 4312 ( 0 = ΙΑ‏ ) ولا بمكن ايجاد مقلب لھا و Jl: is‏ فان جملة 
المعادلات المفرضة ليس لها حل وحيد و أن رتبة المصفوفة ۸ أقل من درجتها و بالتاالي 
٠‏ المعادلات المفروضة ليست مستقلة خطيا. 

هناك احتمال لوجود حلول عامة ( هذا الاحتمال أكيد اذا لم تكن جملة المعادلات متعارضة ) 


ΠΕ عتما اة‎ ΡΕΝΤΗ 


ملاحظات حول الصيغة ۸718 = :X‏ 


1 لكي يمكن استخدام هذه الصيغة يجب أن يكون عدد المجاهيل مساويا لعدد المعادلات أي 
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المصفوفة ۸ يجب أن تكون مربعة . 
2 يجب أن تكون المصفوفة A‏ نظامية لأنها اذا كانت شاذة فلا يمكن ايجاد مقلوب لها. 
3- هذه الطريقة تبحث فقط على الحل الوحيد فاذا كان تلجملة المعادلات حلول عامة فان 

هذه الطريقة لا تمكننا من البحث عنها. 
οἱ 4‏ الطريقة ipali‏ فقط فی Uis‏ كون ihe‏ المعاذلاك غير ΑΧ = 8 Dolata‏ ,أنه 

اذا كانت جملة المعادلات متجانسة فان الشعاع 0 = B‏ و بالتالي فالنتيجة ستكون عبارة 

عن الحل الصفري 0 = X‏ هذا الحل هو دائما له وجود بالنسبة ل 0 = AX‏ . 
3 طريقة التحوبلات الأولية : 
هذه الطريقة يمكن اعتمادها لحل جميع εἰ.)‏ المعادلات الخطية متجاتسة εἲ‏ غير متجانستےء 
عدد المجاهيل فيها يساوي عدد المعادلات أم لا يساويها. 
ففى حالة جملة المعافلات الخطية المتجانسة 0 = ΑΧ‏ تكتب المصفوفة [ AJH‏ ] خيث 0-] 
و نطبق التحویلات الأولية على هذه المصفوفة بغرض تحويل المصفوفة 8 سواء الى مصفوفة 
أحادية ( اذا كانت A‏ مصفوفة مربعة ) أو باختيار أكبر محدد غير شان في هذه المصفوفة 
و تحويل مصفوفته الجزئية الى مصفوفة أحادية. أو اجراء تحويلات أولية بحيث نرجع المصفوفة 
4 مصفوفة مثلثية الى أعلى ( اذا كانت المصفوفة À‏ مربعة ) أو الى مصفوفة مثلثية قطريا 
( مهما كانت A‏ مربعة أم مستطيلة ).أما اذا كانت جملة المعادلات غير متجانسة فاننا 
نجري التحويلات الأولية على المصفوفة [ A |B‏ [ و كلما قلناه بالنسبة للمصفوفة 
ΓΑ |H [‏ يمكن أن نقوله عن [ CA | B‏ بالنسبة لكيفيّة اجراء التحويلات الأولية . 
قال سل ۶ 

اذا كانت لديك جملة المعادلات : 
4 = و« 0 + ر 5 + X‏ 
X + 0 X; + 3 X, = 7‏ 


OK, + X, + Χ = 3 
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هناك امكانيتان لتحويل المصفوفة 4»سواء نحولها الى مصفوفة أحادية أم الى مصفوفة 
مثلثية الى أعلى . لنقم بتحويلها الى مصفوفة أحادية بتطبيق تحويلات أولية . 


R, +R -4R + R; - R, +R 


1 2 3 3 


ασ‏ | کے f‏ 0 سند ا 3 5 0[ το‏ 3 0 لے 


ο 1 1 3 ῃ. η. ᾱ 3 ο te πι 3 
-5 R, +R, R. 2 Βα +R 

à 5 ù 4 0 3 9 L ο 51 ο 
Q. ᾱ- ο h کچھ رین‎ -ᾱ αὶ ο δα ο] ο τμ 
ο ο 2 4 ο ο 2 4 ο ο %*| 2 
= 3 Ry + R 

1 ο 5 9 1 ο 0| 1 

υ 1 ο 1|~ |o 1 ο 1 

0 0 1 2 ο ο š 2 


هكذا نکون قد حولنا المصفوفة A‏ الى مصفوفة أحادية و ذلك بعد أن νο‏ سلسلة من 
التحویلات الأولية على المصفوفة [ 8 ۸ ] . 
1 


: RJE ολο κκ)! ἅλα) مكال =2 + آوجة حلا‎ 
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π آ3ا‎ 
1. 1 0 
L AIB 15 =k 2 = 
2 1 1 
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سنقوم بتحويل المصفوفة 8 الى مصفوفة مثلثية قطريا و ذلك باجراء سلسلة من التحويلات 





CAIB J الأولية على المصفوفة‎ 
- 2R, + Κα Ro / 3 + R3 
È ï 0 لا‎ 1 0 
-Sp βίος ο یں 1ه‎ 2 
Š 1 1 ο -ι 1 


و منه فان جملة المعادلات المفروضة تكافىء جملة المعادلات : 
X, + Χρ‏ 
= ر×3 

ومنه : 


3-8- حل جملة معادلات خطية منجائسة 1 


لجملة المعادلات 0 = ΑΧ‏ دوما الحل 0 = × أي 0= × =. 


پالعل الصقریٰ: 
ففى حالة ما اذا دان عدد المجاهيل يساوي عدد المعادلات m)‏ 


مربعة فان هناك حالتين : 


R, + R; 
1 1 1 οἱ 
al 2 a3 
1 4 3 
1 1 0 
0 8 3 
0 0 0 


X, = Χο‏ ویسمی هذا الحل 


n‏ ) أي أن مصفوفة الأمثال 


أ- اما أن يكون 0 = |4| و بالتالي فالمصفوفة 4 نظامية و رتبة المصفوفة A‏ تساوي درجتها 


n=r‏ ء و هناك فقط الحل الصفري 0 = X‏ . و يمكن التأكد من ذلك باستخدام أية طريقة 
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من طرق الحل الكى latal)‏ سایقاًء 


ب اما أن يكون 0 = |۸| أي المصفوفة A‏ شاذه و رتبة المصفوفة ۸ أقل من درجتها 
sn < r‏ بالتالي هناك حل آخر غير الحل الصفري يحتوي هذا الحل n - r.‏ من 
المجاهيل الحرة» و الحل يكون عن طريق التحويلات الأولية *. 
أما اذا كان عدد المعادلات لا يساوي عدد المجاهيل في جملة المعادلات المفرونة 
(n = πι)‏ فهناك أيضا حالتين : 


أ-اما أن πι» η‏ أي عدد المعادلات أكبر من عدد المجاهيلهنا يمكن أن تكون رتبة 
المصفوفة r‏ أقل من ١ < n ( n‏ )و بالتالي هناك حل عام فيه -٣‏ " من المجاهيل 
sidi‏ 
أما اذا كانت م = r‏ فهناك حل وحيد فقط هو الحل الصفري ) 0 = × ). 
بد امنا أن n > m‏ و بالتالي هناك حلا عاما فيه r‏ م من المجاهيل الحرة و الحل يكون 
عن طریق التحويلات الأولية *. 


عذال 1 ؛ اذا كانت لديذا جملة المعادلات. : 
0 > و« 3 + ر×2 + X,‏ 


0= ×3 + ر× 2X-‏ 
0= و6 + ر× + ×3 
8 .3 لس 
تلاحظ آن + 0 = 3 لہ 2 | = | وبالتالي هناك حلول أخرى الى جانب 
6 1 3 


الحل الصفريء سنبحث عليها بتحويل المصفوفة ۸ الى مصفوفة مثلثية الى أعلى باجراء تحویلات 
أولية على المصفوفة [ ΓΑ |H‏ 


- 2R, +R, ۔‎ 3R] +R; - R> + R; 

0 و ڑا bı2 3 0 í 2 8 0 i‏ 
==| .0 8-. كلم انو :پا 3- کے ο]--|]ο‏ 3 د ΓΑΙΗΊΗ2‏ 

3. 8 0 3 1 6 0 ο δι. ο 0 


. هناك طرق أخرى للحل لم نتعرف عليها‎ κ 
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هكذا فان رتبة المصفوفة A‏ هي 2 و بالتالي عدد المجاهيل الحرة للحل العام هو : 
١ .n- r= 3 -2 =1 I‏ 
و جملة المعادلات المفروضة تكافيء جملة المعادلات : 


7 


X, + 2 Χρ + 3 Χα = 0 
-5 Χο -4 X, = 0 
a ولتكن‎ X, و باعطاء قيمة اختيارية ل‎ x X, و‎ X, = $ X, منه‎ 9 
ینتج لدينا‎ 
_ “9 
x, = سی‎ a 
_ -ᾱ 
x; بج‎ G a 
X3 =a 


مثال -2 : أوجد حلا غير الحل الصفري لجملة المعادلات. 


X, + Χρ- 4 X; + 0 Χ, -4 X; = 0 
X, - X,-. 2 X3 -2 X, - 2 Xs =0 
x, τ SK ot 0 X; - 4 Χ, +0 Χς =0 
ΟΧΙ + X,- X3 + X; - Xs =0 


لنختب المصفوفة [ H‏ | م | و نطبق عليها تحويلات أولية و ذلك لارجاع المصفوفة 4 الى 


- 3 + R; مصفوفة مثلثية قطریاء‎ 
تھ۔‎ Κα - 2R, + R3 

1 1 4 0 4 0 ] É 23 ہہ‎ ο -ᾱ 0 

1 انل‎ Ὁ و‎ 2 0 ο -2 2 2 2 0 

L .-Ὢ لا‎ .ᾱ 0 6 σι 6 .-ᾱ 4 4 4 6 | 

ἃ 1 1 0‏ ا 0 0 سر 1 گنن L.‏ 0 
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0 4 0 

2 2 0 
~ 

0 0 0 

0 0 0 


نلاحظ أن 2 = r‏ و بالتالی فان هناك حلا عاما فيه عدد المجاهيل الحرة ب 


ΠΓ- 5825-2-3 


-å 


R 7/2 
0 + 1 
0 0 2 

ہ 

0 ο ο 
0 0 ο 
0 
0 
0 
0 


و جملة المعادلات المفروضة تكافيء : 


و لتكن المجاهيل الحرة هي : 


—4 


=L 


-4 


-2 


بات 


R; / 2+ R, 
1 L. کے‎ 
ο 2 2 
0, 0 0 
0 Ë ` ل‎ 
1 1 4 
Ὁ al 1 
0 0 0 
0 0 6 


Χι +X, - 4 X, - á X; = 0 
- X, + X - X, + Χς- 0 
ولا وبالتالي : ٭‎ ,X, , X; 
3 - X, +X; 


نعطي الآن قيما اختيارية ل : X;‏ رپ ولا 


و بالتالي يكون لدينا : 
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š اوي‎ 


4-8 حل جملة المعادلة خطبة غير متجانسة : 


يكون الجملة المغادلات غير المتجانسة ΑΚ = B‏ حل اذا وققظ اذا كان للممفوين A‏ 
و[ ۸|8 L‏ نفس الرتبة. 
في حالة ما اذا كانت رتبة المصفوفة A‏ تختلف عن رتبة المصفوفة 8 | 4 ] نقول أن جملة 
المعادلات متعارضة و ليس لها حل. 
فمثلا بالنسبة للمعادلتين : 

2X + 2 X, = 6‏ 
نلاحظ أن الطرف الأيسر من المعادلة الثانية هو عبارة عن ضعف الطرف الأيسر من المعادلة 
الأؤلىة في Όλο»‏ أن الطرف الأيمن من:المعائلة الكاتية ليس ضعفا للطرف الأيمن من المزاذلة 
الأولى: هنا نقول أن هناك تعارض بين المعادلتين. 
ولو حاولنا حل هاتين المعادلتين عن طريق التحويلات الأولية مثلا نجد أن : 


-2R +R 


1 2 


ینتج من السطر الثاني للمصفوفة B]‏ | 4 ] أن 4 - - 0 ! وهذا مستحيل. 
في جملة المعادلات AX = B‏ (حيث ( 8 (P(A)=r=P( A|‏ 


یلاحظ أنه اذا كان عدد المجاهيل يساوي عدد المعادلات أي n = m‏ فان هناك حالتين : 


أ اما أن 0 = |4| و بالتالي فان هناك حلا وحيدا لجملة المعادلات المفروضة . 


ب۔ اما أن 0 = |4| و بالتالي هناك حلاعامافيه n - r‏ من المجاهيل الحرة . 


أما اذا كان عدد المجاهيل لا يساوي عدد المعادلات أي ٭ n‏ فان هناك حالتين : 

أ- اما n > mol‏ و بالتالي هنات حلا عاما فيه - n‏ من المجاهيل الحرة. 

ب أما أن sn Km‏ بالتالي اذا كان r = n‏ فان هناك حلا وحيداء أما اذا كان r < n‏ 
فان هناك حلا عاما فيه م - n‏ من المجاهيل siji‏ 


مذال حل e‏ اذا كان τα)‏ 


1 2 στις 
3X + X, -2X,= 1 
4 X, - 3 X; - X, = 3 
2Χ + 4 X, + 2 X, = 4 
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ان حل هذه المعادلات يكون عن طزيق ο‏ الأولية و ذلك بتحويل المصفوفة 4 الى 
مصفوفة مثلثیة قطريا و اجراء التحویلات الأولية على المصفوفة ل 8 | 48 ٠]‏ 


-Β 


2 1 2 1 
L «ος 1‏ 3 2 
CAIB] =‏ 
3 لے 35 4 
4 2 4 2 
وا + -3R‏ 
R. + R;‏ 4- 
8 +1152 65 و 5 بے 2B‏ سن 
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 
T‏ 1 ردك - كد Ὁ‏ 1 22 ال 3 
~ ~ 
ο‏ 0 5 گے لے 0 3 لے = 4 
0 0 0 0 0 0 4 2 4 2 
2 1 2 1 


ینتج أن جملة المعادلات المفروضة تكافيء جملة المعادلات : 


ومنه : 


1 * ر×2‎ +X, = 2 


X, + X 


x 


یں 


6X4 6 
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: مثال 2 : حل جملة المعادلات‎ 

X سو‎ KX. + 2 X, 1 X, = 5 

2Χ + ۔و× - ر×3‎ 2X, =2 

4X + 5 X, + 3 X, + 0 X, = 7 


نقوم بتحويل المصفوفة A‏ الى مصفوفة مثلثية L. bš‏ و ذلك باجراء تحويلات أولية على 
المصفوفة “ΓΑΒ J‏ 


عند اجراء هذه التحویلات يكون لدينا الشكل النهاعى للمصفوفة ل 8 | 8 ] هو : 


ان السطر الأخير من المصفوفة [ 8 | ۸ ] يشير الى أن 5 - - 0 ! و هذا مستحيل و جملة 
المعادلات المفروضة متعارضة و ليس لها gede‏ ذلك لأن رتبة المصفوفة 4 لا تساوي رتبة 


ΓΑ | 8 [ المصفوفة‎ 
Ρ (AB) 33ے‎ lz ΒΑ] = 2 
: مثال -3 : أوجد خلا لجملة المعادلات‎ 
X + X, - 2 و«‎ + X, + 3 و«‎ =1 
2X - X, + 2 X, + 2 X, + 6 X; = 2 
3× + ر×2‎ - 4X, - 3X, -9X = 3 
- 2 R, + R> 55 
-3R + را و‎ /-3 + R; š 
t 1 ο 1 3 1 1 k ο i 3 1 
2 -- 2 2 6 .210ا جج‎ «Ἑ 6 0 0 0: | >= 
3 2 Ὁ کے‎ «9 3 ϱ -ἳ 2 6 «18 0 
ے‎ Ὁ ον 1 3 4 


0 8ے - 6 0 0 
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و جملة المعادلات المفروضة تكافيء جملة المعادلات : 


-2X 1 


X, + X; 3 + X, + 3 X; 


- 3X, + 6 X; = 0 


- 6 X, - 18 X 0 


4 


5 


وبما أن .5 = م و 3 r=‏ فان هناك حلا عاما لهذه المعادلات عدد المجاهيل الحرة فيه 


يساوي 3-2- 5 = n - r‏ و أخيرا نجد : 


N ہے‎ 
" 
N 
p 


ρε» > κ Ἂ 
" 
p 


δν Q‏ ہا 
" 
σ‏ 


ملاحظة ؛ بالنسبة لجملة المعادلات المتجانسة 0 = AX‏ يلاحظ أن رتبة المصفوفة لم دوما 


تساوي رتبة المصفوفة [ A |B‏ ] لهذا فان لجملة المعادلات 0 = AX‏ دوما حل. 
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—TnY 





1- هل يمكن حل جملة المعادلات التالية بتطبيق قاعدة کرامر ؟ 


X, - 2 X, + 3 X3 =0 


1 


2X, + 5 X, + 6 Xs = 0 
s لماذا‎ 
: نفس السؤال في التمرين - 1 بالنسبة لجملة المعادلات‎ 2 
6Χι +9X, ὁ 
4 X, + 6 X, = 2 
2X, + ولا3‎ = 1 
s لماذا‎ 


3- أوجد حلا لجملة المعادلات التالية بتطبيق قاعدة کرامر : 
1 ول2 +ولا+ Xj‏ 
X, - X, + 2 Xs = - 4‏ 2 
AX, +X, + 4 Xy = - 2‏ 


2 X, - X, - X, = 4 

3X, - 4 X, - 2 وكا‎ = 11 

2Χι + X, + 3 X, = 11 

2X + X + X, + X + X; = 2 
X, + 2 X) + X, + X, + Χο = 0 
Xj + Χρ + 3X3 + X, + Χς = 3 
X, + X + Xg + 4 X, + Xç = - 2 
X, + X + X, + X, + 5 Xs = 5 
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2 X% - 3 Χρ + 4 X, ¬ 3 X, = 0 
3 X, - X, + 11 X} - 13 X, = 0 
4 Χι +5 X, -7 X, -2 X, = 0 
13 X, - 13 X, + X, + 11 X, = 0 


4 هل يمكن استخدام الصيغة 8 ΑΣ‏ = × لحل جملة المعادلات التالية : 


" 
N 


+ 2X 


£ 
> 
' 
(«ο 
ος 
' 
> 
w U U Q 
" 
= ° 


5 أوجد حلا لجملة المعادلات التالية باستخدام الصيغة 8 لم = X‏ . 


+5 X x 


gr πὰ” 
-3X -4X = -1 


3× + 6X, - 2X, + Χ 


+ 2 و×‎ - 3X, = 2 


II 
σν 


2X + X + E. + Ñ a 1 


3 

3X - 2X -5X + 4K 
X) + ر×3‎ + 2 X; 
3 
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ο 5-- ο σι 


N 
ος 
I 
ος 
I 
ος 
" 
N 


1 2 3 

Χι + 4 X, - 2 X, = 10 
X, - 2 X, + 2 X; = 10 
Xj + 2X +4X,=31 
5X + Χρ + 2 X, = 9 
۔ پلا5‎ X + Χα = 0 
3 × + 2 X, + Χ =5 
2Χ + ولا + ر×3‎ =1 
2X + X, + 3 Χ = 11 
X, + 2 X, + 3 X, - 2 X 
2 X, - X2 - 2× -3X 
3× + 2 X, - X, + 2 X 
2 X, - 3 X, + 2 X4 + x 
X + X, + 2×4 + 3× 
3X - X, - X, -2X 
253 ید‎ a= x 
X, + 2 X, + 3 X, - Χ 
3× + ولا + ر×2‎ 55 
2X +3X, + 1ع و‎ 
2 × +X, + 3X; = 1 
- 2× + X, + X; = 1 
-2X + ولا‎ - × = -1 
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ا 
' 
ο‏ 


" 
+ 


6- حل جملة المعادلات 


"N" " 
λα t> 
S 9 


+ 2 X, 


+ 20 X, - 6 X 


2 με 

+ 5 X, - 2 X; 
+ 7 X, - ? X, 
12 


2 X 
6 X 
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Χρ; Xy + X, = 4 
2 X, + 5 X, - 2 Xy. = 3 
4X, + X, + 2 X, + X, = 0 
2Χ + 3 X, - X, - 2 X, = 0 
7 X,- 4×4 - 5 X, = 0 
2 X, - 11 X, + 7 و«‎ + Š X, = 0 
Χι + Χρ + 2 X, + X, = 3 
2 X, + 3 X, - X, - 2 X, = 2 
4 X, + 5 Χο + 3 ول‎ = 7 
X + Χρ - 2 ×4 + X, +3X; = 1 
2X - Xy + 2 X, + 2 X, + 6 X; = 2 
3 X, + 2 X, - 4 X, - 3 X, - 9 و«‎ = 3 
X + ول‎ + X, + ان‎ 
X, + 3 X, + 2 Xs + 4 X, = 0 3 
X, 2X, + Χα - X, = 0 


Š 
3 X, + X, - 2×4 =1 
4X - 3 X; - X, = 3 
2× + 4 X, + 2 ×4 = á 


:7 هل هناك حل غير الحل الصفري لجملة المعادلات التالية : 


X, + 2 X) + X, = 0 


3X + x 


4X - 3 X, - x 


ba 
N 
wD 
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" 


" 


2 


وج 

+ 4 X, - 2 X 
- ر×2‎ +á X 
+ 5 Χο + X 
- X, + 3X 
X + x 

+ 2 X, + 3 X 
+ X, + 2 X 
+ 2 X, + X 
+3X,+2X 
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2X - X 


3X, 
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الفصل التاسع 3 
جدول المدخلات - المخرجات : 


1-9- مفھوم جدول yal‏ = المخرجات 0 


يهدف جدول المدخلات - المخرجات الى تصوير الارتباطات بين قطاعات الاقتصاد الوطني 

و ذلك باعطاء صورة رقمية عن تشكل و توزيع ελ!‏ الوطني. لقد مرت 48 $ تصوير هذه 
الارتباطات المتبادلة بين قطاءات الاقتصاد الوطني بعدة محاولات مبدأها محاولة الفيزيوقراطي 
الفرنسي'فرانسوا كيناي"في القرن الثامن عشره من خلال وضعه للجدول الاقتصادي المعروف. ثم 
جاءت محاولة " كارل ماركس " الذي وضع مخططا لعملية اعادة الانتاج في المجتمع» البسيطة 

و الموسعة. و جاءت فيما بعد محاولة الاقتصاديين السوفيات لوضع ما يسمى بالموازين 
الاقتصادية خاصة بالاقتصاد السوفياتي و ذلك سنة 1925. 

وكانت فكرة الموازين الاقتصادية هي التي مهدت مباشرة لظهور جدول المدخلات ‏ المخرجات 
من طرف السوفياتي " فاسيلي ليونيتيف " الذي انتقل الى الولايات المتحدة و وضع كتابه 
الشهير " هيكل الاقتصاد الأمريكي " عام 1941. 

لقد انطلق ليونيتيف من فكرة أن انتاج كل قطاع من قطاعات الاقتصاد الوطني يتم استھلادے 
بين الاستهلاك الوسيط و الاستهلاث النهائي. حيث يقصد بالاستهلاث الوسيط قيمة تلك المنتجات 
التي تستخدم في العمليات الانتاجیة في صورة مستلزمات سلعية لغرض انتاج السلع النهائية ؛ 
أما الاستهلاك النهائي فيقصد به تلك المنتجات الصافية التي تبقی ΠΕ‏ المجتمع بعد 
تلبية الاستهلاك الوسیطہ أي تلك المنتجات التي توجه الى الاستهلاث النهائي الفردي و الجماعي 


و كذلك الاستثمار. كما أن انتاج كل قطاع هو عبارة عن مجموع ما يستلمه القطاع من القطاعات 





الآخری لتلبية احتياجاته من الاستھلاك الوسيط زاعدا القيمة المضافة ( الفواعد و الأرب اح 


و اجار :و الأجور )+ 


151 


http://www.opu-lu.cerist.dz 


و فیما يلي نموذج جدول المدخلات ‏ المخرجات. 

















I 
| الانتاج الاستهلاك | قطاكع -اات مستهلكقة | قطامات‎ 
| الاجمالي | النهائي ایوس تج ;| الاقتصاد‎ | 
|e ] 1 2 S“ وس‎ 5 
| | | | 
| 
[2 | | | ١ 
| 3 lı | Χμ Žij یہلا‎ X), Y | x, 
| | 2 | روگ‎ Χρ) نل سس وولا‎ Y2 | X, | 
| | | 
g | 3 | رو‎ Xog و‎ Xa | A Χα 
| ا‎ ο ا‎ A | ا‎ 
i | 
| Oat ο aE Q ee αν M 
| | | 
| ہو‎ d χ | Y x 
| 2 ۲ ο. αν | ἡ Š 
! 
لا ]القیمة المضافة|‎ V πο sss Wl | - | - | 
7 i ` | 
الانتاج الاجمالی|‎ | × Xo eyes: Xx | >] x 








من الجدول :جد أن الاقتصاد الوطني مقسم الى N‏ من القطاءات معروضة مرة في صورة عمودية 
بصفتها قطاعات منتجة و مرة في صورة أفقية بصفتها قطاعات مستهلكة * 
و ο»‏ الجدول أفقيا تج أن السطر الأول مكلا يتكون من š‏ ” 


X‏ - قيمة ما يسلمه القطاع الأول لنفسهء نر - قيمة ما يسل ٠‏ القطاع الأول الى القطلاع 


11 2 
ο‏ ما يسلمه القطاع الأول الى ο ο‏ - قيمة ما يسلمه 


القطاع الأول الى القطاع n‏ ثم إلا الاستهلاث النهائي من منتجات القطاع الأول. أخيرا 
X, πον‏ و هو عبارة عن مجموع ما قدمه القطاع الأول للقطاعات الأخرى زائدا قيمة الاستھلاك 
النهائي. اذا ΧΙ‏ هو عبارة عن الانتاج الاجمالي للقطاع الأول منضورا اليه من زاوية العرض. 
و هكذا بالنسبة لبقية الأسطر الأخرى. 

τ لو نظرنا الى الجدول عمودياء الى العمود الأول مثلا تجد أن‎ Ll 

X‏ - قيمة ما يستلمه القطاع الأول من نفسه » ×- قيمه ما يستلمه القطاع الأول مغ القطاع 


21 11 


× : ان درجة تفصيل الجدول الى عدد معين من القطاعات يرجع الى الغرض من اعداده و الى 
القدزة على توفیر البیاتات, 


= 
w 
N 
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Χμ «ΙΙ‏ قيمة ما يستلمه القطاع الأول من القطاع الثالث.......ء ,×× ۔قیمة ما 


31 
پات القطاع الأول من القطاع 1 .تم نجد 


ni 
ر۷ - القيمة المضافة للقطاع الأول. و أخيرا‎ 
هو عبارة عن الانتاج الاجمالي منضورا اليه من زاوية الطلب.‎ × 

و هكذا بالنسبة لبقية الأعمدة الأخرى. و تجدر الاشارة الى أن الجدول يغطي العمليات لفترة 
زمنية معينة dols‏ سنة. 


2-9 الصوافة الرياضية لجدول المدخلات ‏ المخرجات : 


عنٹ ΜΟΙ‏ الى الجفول مج زاوية "العرض ως ١‏ الأسطر ) GS‏ حفكيل المسادلات التالبم 


Χιι + و لے 5 + وہل‎ Š + Xin + Y, = x, 
X, + Χρρ + Xog + ος + Χρι + ولا‎ = X; 
X31 + X32 + X33 $ ےی ودای‎ + Χα + Y3 8 X3 
Xa t Ko τ Χα; TRITT σα το ΑΝ 
n 
X, u > χι +Y, : هذه المعادلات يمكن كتابتها باختصار‎ 
1] 
ΤΊ 


ase tA‏ الحظر الى الجدول من ذاوية الطلب } سي ου‏ :فاته Ιολ,‏ تفکیل اتنعادلھ 


التالية : 


Xii + Χο 4 X31 Ê oR 4 FF γι Ξ Ki, 
12 t X22 + X32 + ο i + ورلا‎ + V, = X; 
Χα + Xag + Xag + 0ا ا ا‎ Š + و۷ + ورا‎ = Χα 
Xin t Χλῃ + Xan + وو‎ ew لا سے‎ E 

n 

X = 2 X. +W : و بالتالی يمكن الکتابة‎ 
ο J a 
11 


يلاحظ أن الانتاج الوطني الاجمالي ( مجموع الانتاج الاجمالي ل م قطاع ) یمکن كتابته 
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1( بجمع أسطر الجدول οἱ‏ : 


n n‏ و و 
X. = X.. + ¥‏ 
z ο Ἂ ij i‏ 
i=1 i=1 j=1 i=1‏ 
2( بجمع أعمدة الجدول أي t‏ 
n n n n‏ 
χ - 2 γ‏ 
j‏ ات j p2‏ 
j=1 j=1 i=1 j=1‏ 
ومنه فان : 
n n n n‏ 
Y. = 2 X + 7 ۷‏ > پچ x‏ 
ij j‏ ۲ $ ]1 
i=l {τι 151 151 1-1 151,‏ 
وبما أن : n n n‏ 5 (كذا قد برهنا على ذلك في الفقرة 
z =. eTA μα ν 2 Zig‏ الثالثة من الفصل الأول ٠)‏ 
i=l 21 [21 i=l‏ 
و بالتالي : 
n n‏ 
YQ = γ‏ > 
j‏ 1 
151 1-1 


و هذا يعتى اقتضاديا أن الاستهلاك النهاعي في المجتمع يتطابق مع القيمة الجديدة المولدة 


من عملية الانتاج. و بمعنى آخر فان الجانب الأيمن من المعادلة هو عبارة عن قيمة الانتاج 
المحلي منضورا اليه من زاوية الانتاج» 


أما الطرف الأيسر فهو أيضا عبارة عن قيمة الانتاج المحلي منضورا اليه من زاوية الانفاق. 
3-9- المعاملات الفدنية المباشرة للانداج 1 


يطلق على العناصر (i,j = 1,2... n) ajj‏ بالمعاملات الفنية المباشرة للانتاج حيث 


KX. 
و هي تعني مقدار المدخلات اللازمة من انتاج القطاع 1 لانتاج وحدة واحدة‎ aj 5 له‎ 
j 


http://www.opu-lu.cerist.dz 


في القطاع ο, j‏ 
و لهذه المعاملات الفنية المباشرة للانتاج الخصائص التالية : 


لے αι 2 ο‏ و ذلث من أجل جميع قیم 1 8 > 
2 لیس لها وحدة قياس. 


n 


ge, 2 aj, = (1118/2184 t... + ain? <1-‏ هذا المجموع يساوي 1 فقط 
j=1‏ 


في حالة مااذا كان الاستهلاك النهائي من منتجات هذا القطاع كان معدوما أي كل ما أتتتج 
أستهلك في صورة مستلزمات وسيطة . 
n‏ 


ajj = ) ajyta21tagort.... + a Zi -ᾱ‏ > > هذا المجموع دوما أقل من 1 ء 


1 


لأن عملية الانتاج لا يمكن أن تتم بدون عمل حي أي بدون قيمة مضافة . 


العلا P‏ — کڪ ہھ۔ εκδ olme‏ و m‏ 
X; g‏ الوا ست کا 5 η‏ وا 


و منه فان جملة المعادلات السابقة الخاصة بجدول المدخلات ‏ المخرجات من منظور العرض 
یمکن كتابتها کالدالی : 


X, = aq X, + ورة‎ Χρ + +a, X. را‎ 
X, = 821 Χα + ول ووة‎ + . + ap, Χρ + وكا‎ 
X, = aj, 1 + 842 X2 + ٠ + aan Xn t 3 
X = رہق‎ X, + a2 Χρ + +à FF Y. 
n 
X = > رر‎ X P : و باختصار نكتب‎ 
151 


هذه الصیغة الأخيرة تدعی بالنمونج الاقتصادي- الرياضي لجدول المدخلات - σος‏ ويمكن 


كتابتها في الشكل المصفوفي التالي : 
X = AX + Y‏ 
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51 
Χρ 
X = “ حيث : شعاع الانتاج الاجمالي‎ 
χ 
3 
x 
r n 
811 812 Ίαν aja 
a a a ....a 
21. 22 23 2n EEES EPE IET) 
Α Ξ E یں‎ λα... ἃ 
31 332 333 3n للانتاجء‎ 
81 82 سو‎ ain 
¥ 
Y 
Y = e شعاع الطلب النهاعي‎ Y 
Y3 
Y 
n 
X=AX+Y : من العلاقة‎ 
X -ΑΧΞΥ أن‎ ο.” 
C FA 8ل‎ = Y : و منه‎ 
aà 
κει HA J «Ὗ 8 ۰ و اكير‎ 


حیث 1 مصفوفة أحادية من درجة المصفوفة A‏ . 
4-9 معاملات النففات الكلبة للانتاج : 


اذا كانت عناصر المصفوفة ] À = É‏ تعبر عن النققات المباشرة للانتاج فان Ls‏ — 


ij 
المباشرة‎ ο تعبر عن النفقات الكلية للانتاج» أي‎ 1 -a ] -1_ المضفوقة کت‎ 


رائدا النفقات غير المباشرة . و تدعى المصفوفة 1- ۸ : Ë‏ بتصقوفة ο‏ اكيت £ 


للانتاج 5 
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و المعنى الاقتصادي للنفقات الكلية للانتاج نوضحه من خلال المثال التالى. 


: ختلف النفقات اللازمة لانتاج مادة الخبز مشلا‎ ΚΟΕ 


مستلزمات غير مستلزمات غير 
مباشرة من المرتبة 2 ”مباشرة من المرتبة 1 





Ù‏ انتاج مادة الخبز تتطلب عدة مدخلات مباشرة < منها الدقيقء الكهرباءء الزيت» الملےحء 
و مواد أخرئ:و 531[ نتاج الدقيق بدوره يتطلب نفقات أخرى مثل القمح و الكهرباء و مواد آخری 
هله النفقات الأخيرة تعتبر نفقات مباشرة بالنسبة لانتاج الدقيق و لكنها بالنسبة لانتاج 


الخبز فهي مستل:مات غير مباشرة من المرتبة 1ء أما المستلزمات غير المباشرة من المرتبة 2 
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لانتاج مادة الخبز فهي تلك المستلزمات السلعية اللازمة لانتاج القمح من آلات و كهرباء ...الخ. 
و اذا أردنا معرفة کل النفقات المباشرة و غير المباشرة من مادة ما و لیکن الكهرباء مشلا 
و ذلك من أجل انتاج وحدة واحدة من الخبزء غلينا أن نجمع كل النفقات من الكهرباء المباشرة 
i 9‏ الموائترة نے اقم 51 ες‏ 

و هو ما تعبر عنه polis‏ المصفوفة [AJT]‏ . ينتج أن عناصر هذه المصفوفة لا يمكن أن تكون 
سالبة أي أن ° > روط لجميع قيم i‏ [ . والعناصر bij‏ تعني مقدار النفقات 
الكلية اللازمة من انتاج القطاع 1 لانتاج وحدة واحدة من منتجات القطاع j‏ 

ان مجالات الاستخدام لجداول المدخلات ‏ المخرجات عديدة فهو يستخدع لاغراض المحاسبة 
b‏ اطي و التفيو-مه οὐδὲ‏ 


مثال : اذا كانت لديك المعلومات التالیة عن اقتصاد ما. 









Γ νο οι‏ | الطلب النهائي | صنناعة | زراعة 
} الانتاج الاجمالي ) | 





1800 7 800 1000 الانتا۔ الاخعا 
| | | | | ج الاجمالي | 





المطلوب : 3 حساب القيمة المضافة لکل قطاع. 
2 تحديد قيمة الانتاج اللازم تحقيقه في كل قطاع في السنة المقبلة اذا توقع 


أن الطلب النهاعي على منتجات الزراعة و الصناعة سيتغير من : 


الى ہ مع افتراض ثبات المعاملات الفنية للانتاج. 


2 
X. = K, V, : ليك‎ l paila 
j 2. ج‎ Ἡ Τη 7 

ΠΒ 


١ λές ο £ + 15} 
اھ و‎ μα Xij 5 


مليون دج 180 = ) 320 + 500 ( - 1000 
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V 


1 


مليون دج 0 = ) 360 + 350 ( - 800 = V,‏ 


2- نبدأ بحساب مصفوفة المعاملات الفنية المباشرة للانثاج : 














500 A 5 ij 1 
m ë : ہے اذا‎ l.) 
81151006 7 0 اسن‎ X; ` 
350 
αι» = و‎ = 3 
320 
چوک = روہ‎ 7 2 
360 
ή 
: اذا‎ 
0,50 0,43 
A= 
0,32 0,45 
: و بالتالی‎ 
L ۹۵٥ 0 0,50 0,43 
[i= als - 
0 1 0,32 0,45 
0,50 - 0,43 
|02 0,55 
ے‎ mt 8 3,1 
تا‎ -A = : وامنه‎ 
2,3 3,06 


μόνω‏ الآن العدقة Ü - AJ <1 y‏ = × لتحديد قيمة الانتاج اللازم انتاجه في كل قطاع 


لمواجهة الطلب المتوقع في السنة المقبلة : 


χ - | 4,02 3,1 1 200 | 11114 : اذا‎ 
2,3 3,06 100 820 


Χρ Ξ 620, χι = 1114 
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sL.sVÑI—I‏ ن 


ا كان لخدا حدول العتخلات ب المكرجات فی اققات ما خاتحالی t‏ 











المطلوب : 1 تحديد شعاع الانتاج الاجمالي لكل قطاع. 
ف اتتحدييف شعاع الطلب النهائي على منتجات كل قطاع. 
3 حساب مصفوفة المعاملات الفنية مع التعليق الاقتصادي على عناصرها : 
ΠΣ‏ 


4 اذا قدر أن شعاع الطلب النهائي في السنة المقبلة هو : 


1090 


و اعتبرنا gl‏ المعاملات الفنية للانتاج تبقی ثابتة . المطلوب حساب الانتاج 
5 حساب ما يجب أ یسام كل قطاع للقطاع الآخر و لنفسه في السنة المقبلة . 


2 اذا أعطى جدول المعاملات الفنية المباشرة كذلك الطلب النهائي على منتجات کل قطاع كالتالي : 






56 | 0,20 | 0,25 | 030 | 
E 0,12 | 0,03 | 20‏ 0,15 | را کڈ 
12 | 0,08 | 0,05 | 0,10 | قطاعات أخرى 
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المطلوب : 1 تحديد الانتاج الاجمالي لكل قطاع. 
2 حساب القيمة المضافة لكل قطاع. 


3 حساب قيمة الانتاج الاجمالي. 


πο 
30 | اذا استھدفت الخطة زيادة الطلب النهائي في السنة المقبلة الى‎ 4 
20 κ. 


المطلوب تحديد حجم الانتاج الذي يجب أن يحققه کل جلا - 
لمواجهة الطلب النهائي الجديد. 


, 


- اذا كان لديك الجدول التالي حول الاقتصاد الوطني : 


| الا الطلب | قطاءات | f‏ 


| صناعة | 
النهائي | أخرى | 












الاجمالي 














الانتاج الاجمالي 
( الوحدة مليون دج) 
المطلوب : 1 حساب مصفوفة المعاملات الفنية المباشرة. 
2 حساب مصفوفة معاملات النفقات الكلية . 
3- اذا توقعنا ان الطلب النهائي على المنتجات الصناعية سیرتفع في العام 
المقبل من 110 الى 160 فما هو اجمالي الانتاج الذي يجب أن يحققه كل 
قطاع لمواجهة هذا التغيير. مع افتراض ثبات المعاملات الفنية للانتاج. 
-ᾱ‏ أعطي جدول المدخلات ‏ المخرجات لسنة الأساس ذالتالي : 


الوحدة مليون دج 
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المطلوب : 1_ أحسب مصفوفة المعاملات الفنية المباشرة لسنة الأساس. 
2 اذا استهدفت الخطة زيادة الطلب النهاعي في الصناعة بنسبة 70 * و 50 x‏ 
بالنسبة للزراعة للشنة المقبلة فما هي قيمة الانتاج الاجمالي في الصذاعة 
و الزواعة اتی يجب على المخطط أن يحددها حتى يضمن التوازن في السنة 
المقبلة مع افتراض ثبات المعاملات الفنية للانتاج. 
3- أحسب ما ينبغي أن يسلمه كل قطاع للقطاع الآخر والتفسه ΙΔ]‏ فقي الستنة 


- اذا أعطيت لك البیادات التالية حول اقتصاد بلد ما في شكل جدول للمدخلات - المخرجات : 














حیث اج فان ما يسلمه القطاع 1 الی القطاع j‏ 


3 
2 أحسب المقدار : X);‏ > > و ما معناه اقتصاديا. 
151 


3 
3- أحسب المقدار :ر × T‏ > و ما معناه اقتصادیاء 
i=l‏ 


4 أحسب القيمة المضافة المحققة في کل قطاع. 
5 أحسب مصفوفة المعاملات الفنية المباشرة . 


6 أحسب مقدار الطلب النهاعي على منتجات كل قطاع ( في شكل مصفوفة ). 
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6 اذا أعطى الجدول التالي لاقتماد يكون من آریعة قطاعات انداجية ۶ 








| الاق رة‎ Ἡ ΙΙ SSL  ۔۔ےباَععلا‎ 


κ 
1 1 111 1V 





1- حساب مصفوفة معاملات الانتاج الكلية . 


2 حساب قيمة الانتاج الاجمالي لكل قطاع. 

3 حساب القيمة المضافة المحققة في كل قطاع. 

4 اذا استهدفت الخطة زيادة في الانتاج الاجمالي لكل قطاع بنسبة 10 × في السنة 
المقبلة . المطلوب : تحديد الطلب النهائي على منتجات كل قطاع في السنة 
المقبلة مع افتراض ثبات المعاملات الفنية للانتاج. 


` 


7-.بافحراض: أن aij‏ هي عبارة عن المعاملات الفنية المباشرة للانتاج و رتا ἄγω‏ عن 
المعاملات الكلية للانتاج في جدول المدخلات - المخرجات. 
المطلوب : التعليق عن صحة أو خطأ المتراجحات التالية : 


5 
5 
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الفصل العاشر 
تحليل الانحدار 
1-10- مفهوم الائحدار : يعود استخدام كلمة الانحدار كمفهوم احصائي الى فرانسيس 
ڈالطون اق عم شارل داروين ) الذي اطلع على كتاب داروين " أصل الأنواع " عام 1859ء 
مما أدى به الى طرح التساول التالي : لماذا لا يختلف الناس كثيرا من جيل الى ]5--- 
من حيث الشكل الخارجي و من حيث قدراتهم الطبيعية ؟ هذا التساوّل أدى به الى 
الاهتمام بموضوع الوراثة و قد تناول بالتحديد دراسة علاقة طول الأبذاء بطول الوالدين. 
من حيث المنطق الأبناء یکونوا في كل مرة مشابهين لوالديهم » الوالدين الطوال يولد لديهم 
εἰμ.‏ طوال و الوالدين القصار يولد لديهم أبناء قصارء و لو استمر هذا المنطق فائ: | 
سنحصل لا محالة بعد عدد من الأجيال على جيل من العمالقة و جيل من الأقزام» في رأن 
الدراسات الاحصائية التي أجراها ڈالطون لم تدل على وجود هذا الاتجاه بل بالعكس 
فالأبداء عند الوالدين القصار يولدون أطول و الأبناء عند الوالدين الطوال يولدون أقصرء 
زيادة على ذلك فان انحراف طول الأبناء هو أقل من انحراف طول والديهم عن Jl‏ 
المتوسط في العينة المدروسة . هذه الحركة الى الخلف في اتجاه الوسط الحسابي سماها 





قالطون بالانحدار -TO REGRESS‏ الحركة في اتجاه معاكسء و في سنة 1885 كتب 
وُالطون مقالة مشهورة تحت عنوان " الانحدار نحو المتوسط العام في دراسة الأطوال ". 

اذا كلمة الانحدار كمفهوم احصائي استخدم أولا في البيولوجيا و كان مفهومه ود 
و يستخدم فقط عندما يتعلق الأمر باتجاه الظاهرة المدروسة الى التراجع» و فيما بعبد 





انتشر استخدام مفهوم الانحدار ليعنى بدراسة العلاقات الاحضائية بين الظواهر و تحديد 
شكل العلاقة بين الظاهرة المدروسة لا و العوامل المفسرة لهاء في شكل معادلة εἷς)‏ 
كما اتسع استعمال هذا النوع من التحليل في العلوم الأخرى خاصة في العلوم الاقتصادية. 
ففي دراسة حول انتاجية العمل في الصناءات التحويلية بالجزائر (Y)‏ و مجموعة من 
العوامل المفسرة عددها ثمانية C‏ تم التوصل من خلال البيانات الاحصائية الخاصة بالفترة 
1969 1985 الى نموذج الانحدار التالي : 


A 
Y = 37,553 + 0,002 X, + 3,300 Χς + 1, 116ι 


4 
حيث ,لا تسليح العمل؛ -Xo‏ متوسط الأجر الشهري للعامل في قطاع الصناءات التحویلیة؛ 


+ - عامل الزمن. 
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بقية العوامل Xg Xa Xg Χα, Χρ, Χα‏ تبين من خلال الاختبارات الاحصائية أنها فير 
معنوية بالتالي حذفت من النمونج . 
و لما ο‏ دراسة العلاقة بين الظواهر لا تكتفي بوضع معادلة الانحدار بل تتطلب أيضا 
اجراء مختلف اختبارات المعنوية و كذا قياس شدة الارتباط فيما بين العوامل المفسرةء 
وبين العوامل المفسرة والظاهرة المدروسة ‏ لا e‏ لذلك فقد أصبح تحليل الارتباط عملا 
مكملا لتحليل الانحدار و أصبح يستخدم مفهوم تحليل الانحدار و الارتباط ليعنى جميع مراحل 
دراسة العلاقات الاحصائية بين الظواهر بدأ من تحديد الهدف من الدراسة الى تحديد 
العوامل المفسرة للظاهرة المدروسة الى جمع البيانات الاحصائية حول ...يي ہل پلاء 
الى اختیار شكل معادلة الانحدار ثم تقدير معالم معادلة الانحدار و أخيرا قياس شدة 
ts gi‏ + اجراء الاختبارات الاحصائية المختلفة حول دقة النموذج. 
هنذا سوف لن Jalis‏ كل هذه المراحل كما سوف لن نتداول فرضيات النمونج باعتبار أنها 
تقع خارج نطاق موضوعنا و سوف نقتصر على تناول مبدأ المربعات الصغرى و استخدام جبر 
المصفوفات لتقدير معلمات معادلة الانحدار. 
2-0 تقدبر معادلة الانحدار البسيط 

وفذا لمبدأ المربعات الصغرى 
بفرض أن شكل معادلة الانحدار من النوع الخطي البسیط : Bo‏ = إلا 
حيث ej‏ قيمة عشوائية تسمى بالباقي و هي تعبر عن خطأ التقدير أي الفرق بین القيم 
الفعلية Y,‏ و المقدرة «ἃ,‏ 


ΞΒΙ پل‎ + e; 


1 - ہے A‏ 
بالتالي فان معادلة الانحدار المقدرة تكتب كالتالي Yi = Βο + B, Χι š‏ 
Wa‏ 

A 

ὃς = Y. - Y; 

i 1 1 





(*) : للتفصيل في موضوع تحليل الانحدار و الارتباط يمكن الرجول الى : 

)1( : ابراهيم العيسويء القياس و التنبو في الاقتصادء دار النهضة العربية» القاهرة 1978. 
plas : (2)‏ عزیز شريف» مقدمة فی القياس الاقتصادي.ديوان المطبوعات الجامعية الجزائر 79. 
(3) : فروخي جمالء نظرية الاقتصاد القياسي. ديوان المطبوعات الجامعية الجزائر 1993ء 


1.ΙΟΗΝΘΤΟΝ, Econometric Méthods, Manchester, LONDON 1963. : (4) 
Mc Graw-Hill 
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ان مبدأ المربعات الصغرى في تقدير معادلة الانحدار يقوم على أساس das‏ مجموع مربع 
si 2 cai‏ 
الانحرافات Ze,‏ أصغر ما يمكن أي : 


ن المستقيم المقدر بواسطة المربعات الان یتوقف νο‏ معادلة الاتحدارء 


فبالنسبة لمعادلة الانحدا ر الخطي البسيط τ. 3 + 8 X‏ فان : 


ہر ہہ 
Bo B)‏ ) گر = SSE‏ 


A A 
بحيث يكون المقد‎ ο و مبدأ المربعات الصغرى يقوم على أساس‎ 
ο أقل ما يمكن» ان ذلك ممكن تحقيقه بواسطة اجراء اشتقاقات جزئية‎ Že’ 
حم‎ 
و جعلها مساوية للصفر.‎ By , Β بالنسبة ل:‎ 


8 141 








ع xY- ER, + B,‏ سے 
Συ, Σχ, κα,‏ 
Ea E x‏ ید و pa Zx v. Kx ew‏ 
Σχ Σ `‏ 
SSE - SUM ΟΕ SQUARES OF ERRORS. : (α)‏ 
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n 2Y 
á X, ZiT n Zx YEY, > x, 
5 8 Zx, 1 n Z k” (EX, 
ΣΧ, z x 








الى هذا لم تبرز الحاجة الملحة الى استخدام جبر المصفوفات باعتبار أن ος‏ الخطي 
البسيط لا ينطوي سوى على حل معادلتين بمجهولين. 
0- 3 تقدير معادلة الالحدار المتعدد 

وفڈا لمبدأ المربعات الصغرى 
يقصد بالانحدار المتعدد دراسة العلاقة الاحصائية بين الظاهرة المدروسة - Y‏ و العوامل 
المفسرة لها ...,ر×, ,× و وضع هذه العلاقة في شكل معادلة تسمى —l-‏ ¿ 
الانحدار المتعدد» أو نموذج الانحدار العام. 
و الى جانب العوامل النظامية Xg Xg Xy‏ ,× يبقى هناك دائما مجال لقيمة عشوائیة 
ر٥‏ لتعبر عن : 
1- أخطاء القياس. 
2 العوامل الأخرى التي لم تأخذ بالاعتبار في النموذج لسبب أو لآخر. 
3- الفرق بين الشكل الحقيقي لمعادلة الانحدار و الشكل المتبني. 
ان شكل معادلة الاتحدار الخطي darid]‏ تكقب كالتالي £ 


Y = Bo + B, X, + Β X, + Sa + B. Šm* °‏ 
و :ٹکتب .فى شکلھا الخصفوفى ë ١‏ جو :8 Y = K‏ 
أما معادلة الانحدار المقدرة فتكتب : 
A A A‏ ہے 
W * Ba Ta‏ نے + X‏ و8 + Y = Bọ + B, X,‏ 
A‏ . 
و 42 ς‏ فى ἸᾳΙώ‏ المصفوفق Y= XB ١‏ 
».13 يك التریعات الصغرق يمكنها أن نكب : 
ہ 
9 حر ^ ^ A‏ $ کے 
تھے αν‏ ولا و = S‏ را دو د UY‏ 22( جد $ عاك ثم 2 = ووه 
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و باستخدام الكتابة المصفوفية فان : 
A‏ ہمہ 
Y = X) TE‏ بے واد SEs ο‏ 


A‏ ہے میں AZ t‏ ΄ .م 7 م 
Ξ(Υ-ΧΕΒ) (Y-XB)=YY-2BXY+BXXB‏ 


- - ہ‫ ہے 
Ze = FiB. ; B> ais B.) nai οἱ σε,»‏ = هوه 


A 
: بالنسبة للشعاع 8 و نحصل على‎ Že? اذا نشتق المقدار:‎ 


2( ee) م‫‎ ΖΑ 
.-----2Χ Y+2XXB 
2 Β 
΄ حدم‎ 
-2XY+2XXB=0 : و بجعل‎ 
sE A / 
XXB=XY : ينتج أن‎ 
تحصل على ؛‎ (XR IT بشرب :طرفي :هذه المعادلة من الیسار قي‎ 
7 - ΄ ΖΝ ΄ | 
(κκ XX B. چو ہر‎ EYE 
ο ο 
2 = ώς 
B= (XX) XY 
: فان‎ m وغدد العوامل المفسرة‎ αμ. و باعتبار حجم‎ 
bo Kig’ سن مس وا‎ 
xl? ور‎ Ἔξω ee Koa 
L Xy Gg see Ra 
Li fg Kg an X 


nx (m+1) 


ل7ہ - 
εἶ‏ هو منقول الشعاع e‏ كذلك بالنسبة ل : (Y-Y)‏ فهو متقول( Y-Y‏ ) 
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^A 
المقابل للمعامل م8 في معادلة‎ Χρ يعبر عن عامل وهمي‎ X العمود الأول في المصفوفة‎ 


الانحدار حیث 1 Χο”‏ من أجل جميع قيم Zeen ) £ š‏ ولا ες ος‏ 


z 55‏ ہد ات 
Bo 6‏ 
Υ‏ 3 
Β‏ - 
2 | مع B= | α΄‏ 
ولا B;‏ 
A‏ 
B Y‏ 
m n‏ 
“wxi‏ ۴ 1 ) لے m‏ 2 0 
n ΖΧ νο ο Doh‏ 
2 
ΖΧιΧ‏ سم ZK ZR‏ 


΄ - 
حيث X‏ هو منقول المصفوفة X‏ . 
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مثال 1 اذا كانت لدينا البيانات التالية حول مستوی انتاجية العمل Y‏ مستوى مكننة 


العمل × متوسط µε‏ العاملین X,‏ » النسبة المتوسطة لتنفیڈ معدل 











الانتاج Xy‏ معطاة في الجدول التالي : 
|النسبة المتوسطة | متوسط عمر | مسكوق e‏ — , | مستوى اتداجيةة =l‏ | | 
لتنفيذ معدل | العاملين | العمل × | طن/س! المصانع 
الانداج × ہلا سنة ر× | Y X,‏ | 
127 33 | 32 | 20 1 
120 | رو | 30 | 24 | 2 ا 
116 41 36 | 28 | 3 
117 39 | 40 | 30 4 | 
106 | 46 41 | 31 5 
| 128 43 | 47 | 33 6 
٢۲ = 1 34 | 56 34 | 109‏ 
ϐ 37 | 54 | 38 | 114 |‏ 
115 42 | 60 38 و | 
121 | 35 | 55 | 40 10 | 
110 39 | 61 | 41 11 
111 | 44 | 67 43 ] 28 [ 
108 40 | 69 | 45 13 
113 | 41 | 76 | 48 | 14 | 
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من الجدول لدينا : 


20 1 32 33. 127 
24 E 905381 που 
28 Tiue ھا‎ ikiye 
30 La 40... 39. a 312 
31 ó| 1 41 46 106 
33 تقلا رع‎ XAS 128 
y = 34 6م اج‎ 34 109 
37 1 δὰ 38 | πιὰ 
38 وو انت‎ -4ᾱ- 345 
40 3 55ل‎ (352, < 123 
41 1 61 39 110 
43 1 6; da 111 
45 1 690 40 108 
48 18 .76...|Α168ε413 
14 κ 1 14 κ (3+1) 
14 724 546 1615 492 
xx. | 724 40134 28533 82884| κ’, | 7 
546 28533 21544 62840 19384 
1615 82884 62840 186891 56389 
4x4 A- 
83 6 RT ΧΎ :: نل العلاقة!‎ 


4- 
نحسب مقلوب المصفوفة ) ×× ( باحدی الطرق المعروفة و نجدھا تساوي : 


52,88929 0,06869 -0,26929 -0,33608 
( xx yl -0,06869 0,00052 - 0,00034 0,00048 

-0,26929 -0,00034 0, 00489 0,00083 

-0,33603 0,00048 0,00083 0,00242 

A 

Bo 5,05729 

م 

8 0,521 : 

اذا: 52129 3 21 

B; 0,15092 

A 

Βα -0,02389 
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3)- اذا کات لديك ο LII‏ الثالية»: 








| | انتاجیة العمل‎ | alasali ارات | الوزن التوقی | مغامل‎ ωχ! 
| τω! | مليون دج { | للأصول الثابتة | الطاقة الانتاجية| ( آلف دج)‎ ( 
| | 097 |) αμα. | | 
2 X, | Χο X, 
| 1984 60 7722 63,3 1,7 | 
1985 60 77,2 63,6 1,8 
| 1986 64 78,0 63,8 1,9 | 
1987 65 78,3 64,2 1,8 
| 1988 66 78,6 64,1 | 
1989 67 78,9 64,4 2,0 | 
| 1990 65 79,1 64,44. . 22 | 
| 1991 68 79,4 64,8 2,4 
| 1992 69 79,7 64,9 2,4 | 
| 1993 72 80,2 65,4 2,5 | 








: المطلوب 1 تقدير معادلة الانحدار بفرض أنها من الشكل‎ 
A م‎ ^ A A 0971 
Y = Bo + B} X, + B; X; + B3 Χα 


مع »4 تفسبر معالم هذه المعادلة. 
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